
óÅÒÉÑ 2, Ó ÉÎ×ÅÒÓÉÑÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1, 2, : : : , n. ðÁÒÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ) ÞÉÓÅÌ

i É j ÜÔÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ, ÅÓÌÉ i < j É j ÓÔÏÉÔ ÓÌÅ×Á ÏÔ i.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ.

÷ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ 1 2 ... n ÞÉÓÌÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ; × ÏÂÒÁÔÎÏÊ n n− 1 : : : 2 1 {

n(n−1)

2

.

1. (�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÅÒÓÉÑÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ ÍÅÎÑÅÔ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ.

2. ëÁÖÄÙÊ ÇÏÌÏÓÕÀÝÉÊ ÎÁ ×ÙÂÏÒÁÈ ×ÎÏÓÉÔ × ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØÎÙÊ ÂÀÌÌÅÔÅÎØ ÆÁÍÉÌÉÉ n ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×. îÁ ÉÚÂÉÒÁ-

ÔÅÌØÎÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ n+1 ÕÒÎÁ. ðÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÏ× ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÕÒÎÅ ÌÅÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ

ÂÀÌÌÅÔÅÎØ É �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ (n+1)-ÇÏ ÂÀÌÌÅÔÅÎÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÕÒÎÙ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÁÎÄÉÄÁÔ, ÆÁÍÉÌÉÑ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÂÀÌÌÅÔÅÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÏÄÎÏÊ ÕÒÎÅ ×ÓÅ ÂÀÌÌÅÔÅÎÉ

ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÆÁÍÉÌÉÀ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ.

3. ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ a É b �ÒÉÍÅÎ£Î ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ: a = bq

1

+ r

1

, b = r

1

q

2

+ r

2

, r

i−2
= r

i−1
q

i

+ r

i

, �ÒÉ

i 6 k, r

k−1
= r

k

q

k+1

, 0 < r

1

< b, 0 < r

i

< r

i−1
�ÒÉ 1 < i 6 k. ðÏÌÏÖÉÍ r

−1
= a, r

0

= b, x

−1
= 1, x

0

= 0, y

−1
= 0,

y

0

= 1, r

i

= r

i−2
− q

i

r

i−1
, x

i

= x

i−2
− q

i

x

i−1
, y

i

= y

i−2
− q

i

y

i−1
.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ax

i

+ by

i

= r

i

�ÒÉ −1 6 i 6 k.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (−1)
i

x

i

6 0 É (−1)
i

y

i

> 0.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x

i−1
y

i

− x

i

y

i−1
= (−1)

i

.

4. ðÕÓÔØ n > 2 { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É V

n

{ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 1 + kn, ÇÄÅ k = 1; 2; : : :. þÉÓÌÏ m ∈ V

n

ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÅÌ p; q ∈ V

n

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ pq = m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ

r ∈ V

n

, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ × V

n

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.

5. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, 
, d ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ad− b
 = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x; y) = (ax+ by; 
x+ dy).

6. ðÕÓÔØ a

1

, a

2

, a

3

, : : : { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ x, y, h, k, ÞÔÏ 0 < h < k < m É

a

m

= xa

h

+ ya

k

.

7. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÔÒÅ-

ÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × 2003 ÔÏÞËÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ (m;n), × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ

mn.

8. (�ÅÏÒÅÍÁ ìÁÍÅ.) ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ a É b, Á > b, �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÅÎÉÊ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 5p, ÇÄÅ p {

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ b.


