
�áâã¯¨â¥«ì­ ï ®«¨¬¯¨ ¤ . 07.08.2006

1. �  ªàã£«ë¬ áâ®«®¬ á¨¤ïâ 2n ç¥«®¢¥ª: n ä¨§¨ª®¢ ¨ n å¨¬¨ª®¢, ¯à¨ç¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¨§ ­¨å ¢á¥£¤  £®¢®àïâ

¯à ¢¤ã,   ®áâ «ì­ë¥ ¢á¥£¤  «£ãâ. �§¢¥áâ­®, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® å¨¬¨ª®¢-«¦¥æ®¢ à ¢­® ª®«¨ç¥áâ¢ã ä¨§¨ª®¢-«¦¥æ®¢.

�  ¢®¯à®á: \�â® ¢ è á®á¥¤ á¯à ¢ ?" ¢á¥ á¨¤ïé¨¥ §  áâ®«®¬ ®â¢¥â¨«¨: \�¨¬¨ª". �®ª ¦¨â¥, çâ® n ç¥â­®.

2. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¢®§¬®¦­ë¥ ­ ¡®àë ç¨á¥« ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  f1; 2; : : : ; ng, ­¥ á®¤¥à¦ é¨¥ ¤¢ãå á®á¥¤­¨å ç¨á¥«.

�®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ç¨á¥« ¢ íâ¨å ­ ¡®à å à ¢­  (n+ 1)!� 1.

3. �®¦­® «¨ ª¢ ¤à â à §à¥§ âì ­  à ¢­®¡¥¤à¥­­ë¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨ á ã£«®¬ ¯à¨ ®á­®¢ ­¨¨ 75�?
4. �¢¥ ®ªàã¦­®áâ¨ á æ¥­âà ¬¨ O1 ¨ O2 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª å A ¨ B. �ªàã¦­®áâì, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çª¨

O1, B ¨ O2 ¯¥à¥á¥ª ¥â ¢â®àãî ®ªàã¦­®áâì â ª¦¥ ¨ ¢ â®çª¥ P . �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ O1, A ¨ P «¥¦ â ­  ®¤­®©

¯àï¬®©.

5. � ï§ëª¥ ¯«¥¬¥­¨ �àã-«ï-«ï á«®¢® | «î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ 10 ­ã«¥© ¨ ¥¤¨­¨æ. �«®¢  áç¨â îâáï

á¨­®­¨¬ ¬¨, ¥á«¨ ®¤­® ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨§ ¤àã£®£® á¥à¨¥© á«¥¤ãîé¨å ®¯¥à æ¨©: ¬®¦­® ¢§ïâì ­¥áª®«ìª® ¯®¤àï¤

áâ®ïé¨å æ¨äà á ç¥â­®© áã¬¬®© ¨ ¯®áâ ¢¨âì ­  â® ¦¥ ¬¥áâ® ¢ ®¡à â­®¬ ¯®àï¤ª¥. �ª®«ìª® ¢ íâ®¬ ï§ëª¥ à §«¨ç­ëå

¯® á¬ëá«ã á«®¢?

�áâã¯¨â¥«ì­ ï ®«¨¬¯¨ ¤ . �ë¢®¤

6. �®çª  B «¥¦¨â ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ A ¨ C. �®çª¨ K ¨ H «¥¦ â ¢ ®¤­®© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï-

¬®© AC. �§¢¥áâ­®, çâ® AK = KB, BH = HC, \AKB = � ¨ \BHC = � � �. � ©¤¨â¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì­¨ª  KHM ,

£¤¥ M | á¥à¥¤¨­  ®âà¥§ª  AC.
7. � âãà «ì­ë¥ ç¨á«  x ¨ y ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥­áâ¢ã x2 � y3 = 17. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® y2 + 2x + 2 |

á®áâ ¢­®¥.

8. �ãáâì a; b; c| ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ç¨á« , ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤­® ¨§ ª®â®àëå à ¢­ë ­ã«î. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®
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�¥à¨ï 1, ®¡é ï

1. �ãáâì P (x) { ¬­®£®ç«¥­ âà¥âì¥© áâ¥¯¥­¨ á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ â ª®©, çâ® P (2) + P (5) <
7 < P (3) + P (4). �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  a ¨ b â ª¨¥, çâ® a+ b = 7 ¨ P (a) + P (b) = 7.

2. � ©¤¨â¥ ¢á¥ áâà®£® ¢®§à áâ îé¨¥ ­  ¢á¥© ç¨á«®¢®© ¯àï¬®© äã­ªæ¨¨ f á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨,

â ª¨¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå x ¨ y f(f(x) + y) = f(x + y) + f(0).

3. � ­  äã­ªæ¨ï f(x) = 5x�13
3x�7 . � ©¤¨â¥ äã­ªæ¨î g(x) = f(f(: : : f(x) : : :))| {z }

2006

.

4. �ãáâì r(n) ®¡®§­ ç ¥â ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå ­¥ã¯®àï¤®ç¥­-

­ëå ª¢ ¤à â®¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¨ ¯à¨ ª ª®¬ ­ âãà «ì­®¬ m > 1 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®áâ âª®¢

®â ¤¥«¥­¨ï ç¨á¥« r(n) ­  m ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®©.

5. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ äã­ªæ¨ï f : R ! R â ª ï, çâ® ¯à¨ ¢á¥å x; y 2 R ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®
f(x)+f(y)

2
>

f
�
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2

�
+ jx� yj?

6. �¥è¨â¥ ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á« å ãà ¢­¥­¨¥ 3x + 6x = 4x + 5x.

7.  ) �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï, £à ä¨ª ª®â®à®© ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á «î¡®© ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®áâ¨?

¡) f(x) | ­¥¯à¥àë¢­ ï ¬®­®â®­­® ¢®§à áâ îé ï äã­ªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¯à¨ ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå x. �®¦¥â

«¨ ¥¥ £à ä¨ª ¨¬¥âì à®¢­® ®¤­ã ¨«¨ ¤¢¥ ®¡é¨¥ â®çª¨ á ª ¦¤®© ¯àï¬®©?

8. � ­ë à §«¨ç­ë¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  m ¨ n. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ç¨á«® x, çâ®
¤à®¡­ë¥ ç áâ¨ ç¨á¥« mx ¨ nx «¥¦ â ­  ¯à®¬¥¦ãâª¥ [1=3; 2=3].

�¥à¨ï 2. �à¥¨¬ãé¥áâ¢¥­­® ª®¬¡¨­ â®à­ ï

1. � ¡¥«®¬ ª¢ ¤à â¥ 8 � 8 § ªà è¥­® ¢ ç¥à­ë© æ¢¥â 16 ª«¥â®ª, à®¢­® ¯® ¤¢¥ ¢ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥ ¨ ª ¦¤®©

áâà®çª¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯¥à¥ªà è¨¢ ­¨¥¬ áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢ ­¥«ì§ï ã¬¥­ìè¨âì ª®«¨ç¥áâ¢® ç¥à­ëå ª«¥â®ª.

2. �  ¯«®áª®áâ¨ ¯à®¢¥¤¥­® 3000 ¯àï¬ëå ®¡é¥£® ¯®«®¦¥­¨ï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®­¨ ®¡à §ãîâ ­¥ ¬¥­¥¥ a) 1000;

¡) 2000 âà¥ã£®«ì­¨ª®¢.

3. � ­® ­¥®£à ­¨ç¥­­®¥ ç¨á«® ª¢ ¤à â¨ª®¢ 1 � 1. �å áâ®à®­ë à áªà è¥­ë ¢ 4 æ¢¥â  â ª, çâ®¡ë ã ª ¦¤®-

£® ª¢ ¤à â¨ª  ¢á¥ áâ®à®­ë ¡ë«¨ à §­ëå æ¢¥â®¢ (ª®«¨ç¥áâ¢® ª¢ ¤à â¨ª®¢ ª ¦¤®© ¢®§¬®¦­®© à áæ¢¥âª¨ â ª¦¥

­¥®£à ­¨ç¥­®). �â¨ ª¢ ¤à â¨ª¨ ¬®¦­® áª«¥¨¢ âì ¯® ®¤­®æ¢¥â­ë¬ áâ®à®­ ¬. �à¨ ª ª¨å m ¨ n ¨§ ­¨å ¬®¦­®

áª«¥¨âì ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª m � n â ª, çâ®¡ë ª ¦¤ ï ¥£® áâ®à®­  ¡ë«  ¯®ªà è¥­  ¢ ®¤¨­ æ¢¥â ¨ æ¢¥â  ¢á¥å áâ®à®­

¡ë«¨ à §«¨ç­ë?

4. �¢ ¤à â­ë© âà¥åç«¥­ f(x) = ax2+bx+c á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ®¡« ¤ ¥â â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®£®

­ âãà «ì­®£® m ­ ©¤¥âáï ­ âãà «ì­®¥ x â ª®¥, çâ® f(x) ¤¥«¨âáï ­  m. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®à­¨ f(x) à æ¨®­ «ì­ë.

5. �¥à¥¤¨­­ë© ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà ª áâ®à®­¥ AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ã BC ¢ â®çª¥ M . �¨á-

á¥ªâà¨á  ã£«  AMB ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¯¨á ­­ãî ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï,

¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ æ¥­âàë ¢¯¨á ­­ëå ®ªàã¦­®áâ¥© âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ AKM ¨ BKM , ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­  ¡¨áá¥ªâà¨á¥

ã£«  AKB.

6. �¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  a; b; c; d â ª®¢ë, çâ® a2 + b2 + c2 + d2 = 4. �®ª ¦¨â¥, çâ® a3 + b3 + c3 + d3 6 8.
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7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ á¢ï§­®¬ £à ä¥ á ç¥â­ë¬ ç¨á«®¬ à¥¡¥à ¬®¦­® ®à¨¥­â¨à®¢ âì à¥¡à  â ª, çâ®¡ë ¨§ ª ¦¤®©

¢¥àè¨­ë ¢ëå®¤¨«® ç¥â­®¥ ç¨á«® à¥¡¥à.

8. �ãáâì F { á¥¬¥©áâ¢® ª®­¥ç­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«, â ª®¥, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  ¬­®-

¦¥áâ¢  ¨§ íâ®£® á¥¬¥©áâ¢  ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. �¥à­® «¨, çâ® ®¡ï§ â¥«ì­® ­ ©¤¥âáï â ª®¥ ª®­¥ç­®¥

¬­®¦¥áâ¢® Y , çâ®¡ë ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¬­®¦¥áâ¢ A ¨ B ¨§ á¥¬¥©áâ¢  F ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ âà¥å ¬­®¦¥áâ¢ A, B ¨ Y ¡ë«®

¡ë ­¥¯ãáâ®?

�¥à¨ï 3. �à¥¤¥«ë, æ¥¯­ë¥ ¤à®¡¨ etc.

1. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng ä®à¬ã«®© xn = n( n
p
a� 1) (a > 0; a 6= 1). �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­®áâì  ) fx2kg, ¡) fxng ã¡ë¢ ¥â.
¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxng áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« l(a).
£) �®ª ¦¨â¥, çâ® l(ab) = l(a) + l(b).
2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ «î¡®© ®£à ­¨ç¥­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¬®­®â®­­ãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâì.

3. � ­  ¡¥áª®­¥ç­ ï ç¨á«®¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fang. �§¢¥áâ­®, çâ® lim
n!1

�
an+1 � an

2

�
= 0. �®ª ¦¨â¥, çâ®

lim
n!1

an = 0.

4. � ­® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® � = 0; a1a2 : : : an : : :. �®áâà®¨¬ â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì: �1 = �, �2 =

0; a2a3 : : :an : : :, �3 = 0; a3a4 : : : an : : :, : : : , �n = 0; anan+1 : : :, : : : (ª ¦¤®¥ á«¥¤ãîé¥¥ ç¨á«® ¯®«ãç ¥¬ ¨§ ¯à¥¤ë¤ã-

é¥£® ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ ¯¥à¢®© æ¨äàë ¯®á«¥ § ¯ïâ®©). �§¢¥áâ­®, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì f�ng áå®¤¨âáï. �®ª ¦¨â¥,
çâ® ç¨á«® � à æ¨®­ «ì­®.

5. �®­¥ç­ ï ­¥¯à¥àë¢­ ï, ¨«¨ æ¥¯­ ï, ¤à®¡ì { íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢¨¤ 

[a0; a1; a2; : : : ; an�1; an] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

::
:+

1

an�1 +
1

an

; (�)

¢ ª®â®à®¬ a0 { æ¥«®¥, ak ­ âãà «ì­ë ¯à¨ k > 0.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®¥ à æ¨®­ «ì­®¥ ç¨á«® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ª®­¥ç­ãî æ¥¯­ãî ¤à®¡ì

á an 6= 1.

�ëà ¦¥­¨ï Pk

Qk

= [a0; a1, a2, : : : , ak�1, ak] (Pk ¨ Qk ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë, Qk > 0) ­ §ë¢ îâáï ¯®¤å®¤ïé¨¬¨

¤à®¡ï¬¨ ª æ¥¯­®© ¤à®¡¨ (�).
¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® Pk+1 = ak+1Pk + Pk�1, Qk+1 = ak+1Qk + Qk�1.
¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® Pn+1Qn � PnQn+1 = (�1)n.
£) �®ª ¦¨â¥, çâ® Qn

Qn�1
= [an; an�1; : : : ; a1],

Pn

Pn�1
= [an; an�1; : : : ; a0] (¥á«¨ a0 6= 0).

¤) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ �k = [ak; ak+1; : : : ; an] { ¯®«­®¥ ç áâ­®¥, â® � = Pn

Qn

=
�k+1Pk+Pk�1
�k+1Qk+Qk�1

.

6. �¥­âàë ®ªàã¦­®áâ¥© S1, S2 ¨ S3 «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, ¯à¨ç¥¬ S1 ¨ S2 ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï,   S3 ¢­¥è­¨¬
®¡à §®¬ ª á îâáï ¤¢ãå ¤àã£¨å ®ªàã¦­®áâ¥©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®ªàã¦­®áâì S3 ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¡é¨¥ ¢­ãâà¥­­¨¥ ª á -

â¥«ì­ë¥ ª S1 ¨ S2 ¢ ç¥âëà¥å â®çª å, ®¡à §ãîé¨å ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª, ¤¢¥ áâ®à®­ë ª®â®à®£® ¯ à ««¥«ì­ë ®¡é¨¬

¢­¥è­¨¬ ª á â¥«ì­ë¬ ª S1 ¨ S2.
7. �¨á«  ®â 1 ¤® 100 à §¡¨âë ­  7 ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¬­®¦¥áâ¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ª ª®¬-â® ¨§ íâ¨å ¬­®¦¥áâ¢

­ ©¤ãâáï ç¨á«  a1; a2; b1; b2 â ª¨¥, çâ® a1 + a2 = b1 + b2 (ai 6= bj, ­®, ¢®§¬®¦­®, a1 = a2 ¨«¨ b1 = b2).

8. �ãáâì a; b; c { ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® a
2

(b�c)2 +
b
2

(c�a)2 +
c
2

(a�b)2 > 2.

9. �¥áª®­¥ç­ë© ª«¥âç áâë© «¨áâ ¯®ªàëâ (¯® ª«¥â®çª ¬) ¢ ®¤¨­ á«®© ¤®¬¨­®èª ¬¨ 1�2. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ®â
«¨áâ ¬®¦­® ¯®ªàëâì ¯® ª«¥â®çª ¬ ¥é¥ âà¥¬ï á«®ï¬¨ ¤®¬¨­®è¥ª â ª, çâ®¡ë ­¨ ®¤­  ¨§ ¤®¬¨­®è¥ª ­¥ «¥¦ «  ¢

â®ç­®áâ¨ ­ ¤ ¤àã£®©.

�¥à¨ï 4: íª®­®¬¨¬ ¡ã¬ £ã.

1. �ã­ªæ¨ï f 2 C(R) ¨¬¥¥â ¯¥à¨®¤ë 1 ¨ 2�. � ©¤¨â¥ äã­ªæ¨î f , ¥á«¨ ¨§¢¥áâ­®, çâ® f(0) = 1.

2. �ãáâì P1(x) = x2 � 2, Pk(x) = P1(Pk�1(x)) (k = 2; 3; : : :). �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n ¢á¥

ª®à­¨ ãà ¢­¥­¨ï Pn(x) = x ¢¥é¥áâ¢¥­­ë ¨ à §«¨ç­ë.

3. �ã­ªæ¨ï f : R! R ­¥¯à¥àë¢­ . �«ï ª ¦¤®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® x ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® f(x) � f(f(x)) = 1.

�§¢¥áâ­®, çâ® f(1000) = 999. � ©¤¨â¥ f(500).
4. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ­¥¯à¥àë¢­ë¥ äã­ªæ¨¨ f : R! R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î f(1) = 2 ¨ â®¦¤¥áâ¢ã f(xy) =

f(x)f(y) � f(x + y) + 1, x; y 2 R.
5. �ãáâì a; b; c > 0. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢ ¥­áâ¢® a2 + b2 + c2 + 2abc+ 1 > 2(ab+ bc+ ca).
6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ «î¡®© ª®¬¯ ­¨¨, á®áâ®ïé¥© ¨§ ç¥â­®£® ç¨á«  «î¤¥©, ­ ©¤ãâáï ¤¢  ç¥«®¢¥ª , ¨¬¥îé¨¥

ç¥â­®¥ ç¨á«® ®¡é¨å §­ ª®¬ëå.

�¥à¨ï 5, ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï.

1. �¥¯à¥àë¢­ë¥ äã­ªæ¨¨ f; g : [0; 1]! [0; 1] ®¡« ¤ îâ â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® f(g(x)) = g(f(x)) ¤«ï «î¡®£® x ¨§

[0; 1]. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ f ¢®§à áâ ¥â, â® ­ ©¤¥âáï a 2 [0; 1] â ª®¥, çâ® f(a) = g(a) = a.
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2. �¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : R! R â ª®¢ , çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® x ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® f(x +
f(x)) = f(x). �®ª ¦¨â¥, çâ® äã­ªæ¨ï f ¯®áâ®ï­­ .

3. �ã­ªæ¨ï F § ¤ ­  ­  ¢á¥© ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡®£® x ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®: F (x+ 1)F (x) +
F (x+ 1) + 1 = 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® äã­ªæ¨ï F ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥¯à¥àë¢­®©.

4.  ) � ª¨å ç¨á¥« ¡®«ìè¥ áà¥¤¨ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ®â 1 ¤® 1000000: ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ 2x2 � 3y2 ¨«¨

¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ 10xy � x2 � y2 á æ¥«ë¬¨ x ¨ y?
¡) �¨­ à­ ï ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  f(x; y) = [a; b; c] = ax2 + bxy + cy2 á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥âáï ä®à¬®© F (X;Y ) = [A;B;C] = AX2 + BXY + CY 2, ¥á«¨ «¨­¥©­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ � : x = �X + �Y ,
y = 
X + �Y á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¯¥à¥¢®¤¨â f ¢ F (â® ¥áâì F (X;Y ) = f(�X + �Y; 
X + �Y )). � ª ¢ë-

à ¦ îâáï ª®íää¨æ¨¥­âë F ç¥à¥§ ª®íää¨æ¨¥­âë f (¨ ª®íää¨æ¨¥­âë «¨­¥©­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï)? � ª á¢ï§ ­ë

¤¨áªà¨¬¨­ ­âë f ¨ F? (� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤¨áªà¨¬¨­ ­â ä®à¬ë f { íâ® D = b2 � 4ac:)
¢) �ãáâì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ � ¯¥à¥¢®¤¨â ä®à¬ã f ¢ ä®à¬ã g,   ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ � { ä®à¬ã g ¢ ä®à¬ã h. �®ª ¦¨â¥,

çâ® f ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ä®à¬®© h. � ª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¯¥à¥¢®¤¨â f ¢ h?
�á«¨ ®¤­  ä®à¬  ¯¥à¥¢®¤¨âáï ¢ ¤àã£ãî ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï 1, â® íâ¨ ä®à¬ë íª¢¨¢ «¥­â­ë.

£) �®ª ¦¨â¥, çâ® (â¥å­¨ç¥áª ï ¯®¤à®¡­®áâì) ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ { ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, ¨ çâ®

(¤«ï ç¥£® ¢á¥ íâ® ¨ ­ã¦­®) íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ ä®à¬ë ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ®¤­¨ ¨ â¥ ¦¥ ç¨á«  (â.¥. ¯à¨­¨¬ îâ ®¤­¨ ¨ â¥

¦¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ æ¥«ëå §­ ç¥­¨ïå  à£ã¬¥­â ).

� ç¨­ ï á íâ®£® ¬®¬¥­â , ¢ ­ áâ®ïé¥© § ¤ ç¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ (¨«¨

¯à®áâ® ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥) ä®à¬ë, â® ¥áâì ä®à¬ë, ã ª®â®àëå D < 0,   a > 0.

¤) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ä®à¬  f = [a; b; c] ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ç¨á«® n ¯à¨ ¢§ ¨¬­® ¯à®áâëå x ¨ y, â® ®­  íª¢¨¢ «¥­â­ 
­¥ª®â®à®© ä®à¬¥ ¢¨¤  [n; b1; c1].

�¥¯¥àì ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ (¨«¨ ¯à®áâ® ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥) ä®à¬ë, â® ¥áâì ä®à-

¬ë, ã ª®â®àëå D < 0,   a > 0.

� è  § ¤ ç  { ¢ë¤¥«¨âì ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ä®à¬ ®¤­ã ä®à¬ã f ¨ à¥è âì ãà ¢­¥­¨¥ f(x; y) = n
â®«ìª® ¤«ï ­¥¥.

�®«®¦¨â¥«ì­ ï ä®à¬  [a; b; c] { ¯à¨¢¥¤¥­­ ï, ¥á«¨ �a < b 6 a, c > a,   ¢ á«ãç ¥,ª®£¤  c = a, ¥é¥ ¤®¯®«­¨-
â¥«ì­® b > 0.

¥) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢áïª ï ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ä®à¬  íª¢¨¢ «¥­â­  ­¥ª®â®à®© ¯à¨¢¥¤¥­­®©.

5. � âãà «ì­®¥ ç¨á«® n â ª®¢®, çâ® n + 1 { ¯à®áâ®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ®  )
sP

k=1

1
nk+1

62 N ­¨ ¤«ï ª ª®£® s 2 N;

¡)
sP

k=t

1
nk+1

62 N ­¨ ¤«ï ª ª¨å s; t 2 N.
6. �¢¥ ®ªàã¦­®áâ¨ á à ¤¨ãá ¬¨ r ¨ R (r < R) ¢­¥è­¨¬ ®¡à §®¬ ª á îâáï ¤àã£ ¤àã£ . �àï¬ ï ª á ¥âáï

íâ¨å ®ªàã¦­®áâ¥© ¢ â®çª å M ¨ N . � â®çª å A ¨ B ®ªàã¦­®áâ¨ ª á îâáï ¢­¥è­¨¬ ®¡à §®¬ âà¥âì¥© ®ªàã¦­®áâ¨.

�àï¬ë¥ AB ¨MN ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ C. �§ â®çª¨ C ¯à®¢¥¤¥­  ª á â¥«ì­ ï ª âà¥âì¥© ®ªàã¦­®áâ¨,D | â®çª 

ª á ­¨ï. � ©¤¨â¥ ¤«¨­ã ®âà¥§ª  CD.
7. �­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC, ¢á¥ ã£«ë ª®â®à®£® ¬¥­ìè¥ 120�, ®â¬¥ç¥­  â®çª  P â ª ï, çâ® \APB = \BPC =

\CPA. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ �©«¥à  âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ APB, BPC ¨ CPA ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

8. �  áª« ¤¥ ¥áâì n > 1 à §­ëå ¬¥èª®¢ ¨ áâ®à®¦. � ¦¤ë© ¬¥è®ª «¥¦¨â «¨¡® ­  ¯®«ã, «¨¡® ¢­ãâà¨ ®¤­®£® ¨§

¤àã£¨å ¬¥èª®¢. �à¥¬ï ®â ¢à¥¬¥­¨ áâ®à®¦ ¢ë¡¨à ¥â ®¤¨­ ¨§ «¥¦ é¨å ­  ¯®«ã ¬¥èª®¢, ¢ë­¨¬ ¥â ¨§ ­¥£® ¨ ª« ¤¥â

­  ¯®« ¢á¥ «¥¦ é¨¥ ¢ ­¥¬ ¬¥èª¨ ¨, ®¤­®¢à¥¬¥­­®, ª« ¤¥â ¢ ­¥£® ¢á¥ ¬¥èª¨, ª®â®àë¥ à ­ìè¥ «¥¦ «¨ ­  ¯®«ã (á®-

¤¥à¦¨¬®¥ ®áâ «ì­ëå ¬¥èª®¢ ¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¬¥­ï¥âáï). �ª®«ìª® à §«¨ç­ëå à á¯®«®¦¥­¨© ¬¥èª®¢ ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âì

áâ®à®¦? (�¢  à á¯®«®¦¥­¨ï áç¨â îâáï ®¤¨­ ª®¢ë¬¨, ¥á«¨ «î¡®© ¬¥è®ª ¨¬¥¥â ¢ ­¨å ®¤¨­ ª®¢®¥ á®¤¥à¦¨¬®¥.)

�¥à¨ï 6, ¡¥§ ¬­®£®á¥à¨©­ëå § ¤ ç.

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®à­¨ ãà ¢­¥­¨ï x5 + ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0 ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢á¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë, ¥á«¨

2a2 < 5b.
2. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ª®à­¥© ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¬­®£®ç«¥­ P (x) = xn + ax2 + bx+ c, £¤¥

n > 3?

3. �¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  a1, a2, : : : ;, an ¯®«®¦¨â¥«ì­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ x
n+a1x

n�1�a2xn�2�: : :�an =

0 ¨¬¥¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® ª®à­ï.

4.  ) �à¥åç«¥­ ax2+bx+c ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x ï¢«ï¥âáï â®ç­®© ç¥â¢¥àâ®© áâ¥¯¥­ìî. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®­ ¯®áâ®ï­¥­.
¡) �à¥åç«¥­ ax2 + bx+ c ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x ï¢«ï¥âáï â®ç­ë¬ ª¢ ¤à â®¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®£¤  ax2 + bx+ c =

(dx+ e)2, £¤¥ d; e 2Z.
5. �ãáâì p; q > 0, 1

p
+ 1

q
= 1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) (�¥à ¢¥­áâ¢® �­£ .) �á«¨ a; b > 0, â® ab 6 a
p

p
+ b

q

q
.

¡) (�¥à ¢¥­áâ¢® �¥«ì¤¥à .) �á«¨ a1; a2; : : : ; an; b1; b2; : : : ; bn > 0, â® a1b1+ a2b2+ : : :+ anbn 6 (a
p

1+ ap2+ : : :+

ap
n
)
1
p � (bq1 + bq2 + : : :+ bq

n
)
1
q .

¢) (�¥à ¢¥­áâ¢® �¨­ª®¢áª®£®.) �á«¨ a1; a2; : : : ; an; b1; b2; : : : ; bn > 0 ¨ p > 1, â®
�
(a1 + b1)

p + : : :+ (an +

bn)
p
� 1
p 6 (ap1 + : : :+ ap

n
)
1
p + (bp1 + : : :+ bp

n
)
1
p .

6. � ­ ¯®«­ë© ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë© £à ä ­  2n ¢¥àè¨­ å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ ­¨å ¬®¦­® ¢ë¡à âì n+ 1 ¢¥àè¨­ã

v1; : : : ; vn+1 â ª, çâ®¡ë ¢á¥ à¥¡à  ­  íâ¨å ¢¥àè¨­ å ¡ë«¨ ®à¨¥­â¨à®¢ ­ë ®â ¢¥àè¨­ë á ¬¥­ìè¨¬ ­®¬¥à®¬ ª ¢¥àè¨­¥

á ¡®«ìè¨¬ ­®¬¥à®¬.
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7. �¢®¥ ¯® ®ç¥à¥¤¨ áâ ¢ïâ ªà¥áâ¨ª¨ ¨ ­®«¨ª¨ ¢ ª«¥âª¨ ¡¥áª®­¥ç­®£® «¨áâ . �¥à¢ë© å®ç¥â ¯®áâ ¢¨âì ç¥âëà¥

ªà¥áâ¨ª  â ª, çâ®¡ë æ¥­âàë ¨å ª«¥â®ª ¡ë«¨ ¢¥àè¨­ ¬¨ ª¢ ¤à â  á® áâ®à®­ ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ «¨­¨ï¬ á¥âª¨,  

¢â®à®© å®ç¥â ¥¬ã ¯®¬¥è âì. �â® ¨§ ­¨å ¤®¡ì¥âáï á¢®¥£® ¯à¨ ¯à ¢¨«ì­®© ¨£à¥?

8. �  ®âà¥§ª¥ AB ª ª ­  ¤¨ ¬¥âà¥ ¯®áâà®¥­  ®ªàã¦­®áâì. �­ãâà¨ ­¥¥ ¢§ïâ  â®çª  P . �®áâà®©â¥ ¢á¥ â®çª¨M ,

«¥¦ é¨¥ ­  ¤¨ ¬¥âà¥ AB, â ª¨¥, çâ® PM =MK, £¤¥ K | â®çª  ®ªàã¦­®áâ¨ ¨ MK ? AB.

�¥à¨ï 7, à §­®èñàáâ­ ï

1. � á¢ï§­®¬ £à ä¥ 2n ¢¥àè¨­, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ ®­¨ áâ¥¯¥­¨ 3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦­® ¢ë¡à âì a) n+1 à¥¡¥à; ¡) n
à¥¡¥à â ª, çâ®¡ë ¯à ¢¨«ì­ ï à áªà áª  ¢ 3 æ¢¥â  ¢ë¡à ­­ëå à¥¡¥à ®¤­®§­ ç­® § ¤ ¢ «  ¯à ¢¨«ì­ãî à áªà áªã

¢ 3 æ¢¥â  ¢á¥å à¥¡¥à £à ä  (à áªà áª  ¯à ¢¨«ì­ ï, ¥á«¨ ¤¢  à¥¡à  á ®¡é¥© ¢¥àè¨­®© ¨¬¥îâ à §­ë¥ æ¢¥â ).

2. �ãáâì a; b; c > 0. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢ ¥­áâ¢®

(a2 + ab+ b2)(b2 + bc+ c2)(c2 + ac+ a2) > (ab+ bc+ ca)3:

3. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì æ¨äà áâà®¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: 0; 1; 0; 1; 0;1,   ª ¦¤ë© á«¥¤ãîé¨© ç«¥­ { ¯®á«¥¤-

­ïï æ¨äà  áã¬¬ë è¥áâ¨ ¯à¥¤ë¤ãé¨å. �áâà¥â¨âáï «¨ ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ª®¬¡¨­ æ¨ï æ¨äà 1; 0; 1; 0; 1; 0?
4. �«¥âª¨ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  239n� 239(n+ 1) ¡ë«¨ ¯®ªà è¥­ë ¢ ç¥à­ë© ¨ ¡¥«ë© æ¢¥â  ¢ è å¬ â­®¬ ¯®àï¤ª¥.

� â¥¬ ¥£® ª ª¨¬-â® ®¡à §®¬ à §à¥§ «¨ ­  ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¨ n � (n + 1), ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¯®ªà á¨«¨ ¢ æ¢¥â

¥£® «¥¢®£® ­¨¦­¥£® ã£« . � ª¨¥ §­ ç¥­¨ï ¬®¦¥â ¯à¨­¨¬ âì à §­®áâì ª®«¨ç¥áâ¢  ç¥à­ëå ¨ ¡¥«ëå ª«¥â®ª ¯®á«¥

¯¥à¥ªà áª¨?

5. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë ®ªàã¦­®áâì S, ¥ñ æ¥­âà O, â®çª  A, «¥¦ é ï ­  ®ªàã¦­®áâ¨ S, ¨ â®çª  O1, «¥¦ é ï

¢­ãâà¨ S. �§¢¥áâ­®, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª ABCD, ¢¯¨á ­­ë© ¢ S ¨ ®¯¨á ­­ë© ¢®ªàã£ ­¥ª®â®à®©

®ªàã¦­®áâ¨ S1 á æ¥­âà®¬ O1. �à¨ ¯®¬®é¨ ®¤­®© «¨­¥©ª¨ ¯®áâà®©â¥ ¥é¥ ®¤­ã ¢¥àè¨­ã íâ®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª .

6. � ¦¤ ï ¨§ ®ªàã¦­®áâ¥© S1, S2 ¨ S3 ª á ¥âáï ¢­¥è­¨¬ ®¡à §®¬ ®ªàã¦­®áâ¨ S (¢ â®çª å A1, B1 ¨ C1

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®) ¨ ¤¢ãå áâ®à®­ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC (S1 áâ®à®­ AB ¨ AC, S2 áâ®à®­ AB ¨ BC, S3 áâ®à®­ AC ¨ BC).
�®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ AA1, BB1 ¨ CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

7. �ã­ªæ¨ï f(x) ­¥¯à¥àë¢­  ­  ®âà¥§ª¥ [0; 1], f(0) = f(1). �®ª ¦¨â¥, çâ® ã £à ä¨ª  íâ®© äã­ªæ¨¨ ¥áâì

¯ à ««¥«ì­ ï ®á¨  ¡áæ¨áá å®à¤  ¤«¨­ë  ) 1
2
, ¡) 1

n
¯à¨ ª ¦¤®¬ ­ âãà «ì­®¬ n. ¢) �à¨ ª ª¨å d ã íâ®© äã­ªæ¨¨

§ ¢¥¤®¬® ­ ©¤¥âáï å®à¤  ¤«¨­ë d?

8. (� ãáá; ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¦.�í©â ). �ãáâì p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ¢¨¤  8k + 1. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

N = p�12
4

� p�32
4

� p�52
4

� : : : � p�m2

4
, £¤¥ m { ­ ¨¡®«ìè¥¥ ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«®, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥¥

p
p.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® N < (m + 1)!.

¡) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® p { ª¢ ¤à â¨ç­ë© ¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î ª ¦¤®£® ¯à®áâ®£® ç¨á« , ¬¥­ìè¥£®
p
p. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¤«ï ª ¦¤®© áâ¥¯¥­¨ ¯à®áâ®£® ç¨á«  qs 6 m+1 áà¥¤¨ á®¬­®¦¨â¥«¥©, ¢å®¤ïé¨å ¢ N , ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ [(m+1)=qs]
ªà â­ëå qs.

¢) � ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ¯.¡) ¤®ª ¦¨â¥, çâ® N ¤¥«¨âáï ­  (m + 1)!.

£) (� ãáá) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ¢¨¤  8k + 1, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® q <
p
p, çâ®

p { ª¢ ¤à â¨ç­ë© ­¥¢ëç¥â modq.

¤) �ãé¥áâ¢¥­­® «¨ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ ¯.£) ãá«®¢¨¥ p � 1 (mod 8)?

�¥à¨ï 8, ¡®«¥¥ ª®¬¡¨­ â®à­ ï.

1. � §®¢¥¬ à §¡¨¥­¨¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ®¤­®£® ¨«¨ ­¥áª®«ìª¨å ­ âãà «ì-

­ëå ç¨á¥«, § ¯¨á ­­ëå ¢ ­¥ã¡ë¢ îé¥¬ ¯®àï¤ª¥. �ãáâì �(n) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å à §¡¨¥­¨© ç¨á«  n. �¡®§­ ç¨¬
¤«ï � 2 �(n) ç¥à¥§ A(�) ª®«¨ç¥áâ¢® ¥¤¨­¨æ ¢ à §¡¨¥­¨¨ �,   ç¥à¥§ B(�) | ª®«¨ç¥áâ¢® à §«¨ç­ëå ç¨á¥« ¢ �.
�®ª ¦¨â¥, çâ®

P
�2�(n)A(�) =

P
�2�(n)B(�) ¤«ï «î¡®£® n 2 N.

2. �¢®¥ ¯® ®ç¥à¥¤¨ áâ ¢ïâ æ¥«ë¥ ç¨á« , ­¥ ¤¥«ïé¨¥áï ­  3, ¢ ª«¥âª¨ â ¡«¨æë 17� 19, ¯à¨ç¥¬ ­¥«ì§ï, çâ®¡ë

¢ ª ª®©-­¨¡ã¤ì áâà®ª¥ ¨«¨ ¢ ª ª®¬-­¨¡ã¤ì áâ®«¡æ¥ áã¬¬  ç¨á¥« ¤ ¢ «  ®áâ â®ª 1 ¯à¨ ¤¥«¥­¨¨ ­  3. �à®¨£àë¢ ¥â

â®â, ª®¬ã ­¥ªã¤  å®¤¨âì. �â® ¢ë¨£à ¥â ¯à¨ ¯à ¢¨«ì­®© ¨£à¥?

3. �ãáâì a; b; c; d > 0. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢­¥áâ¢® a

b+c
+ b

c+d
+ c

d+a
+ d

a+b
> 2.

4. �  ¤ã£¥ AC ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­  â®çª  P . �àï¬ë¥ AP ¨ CP ¯¥à¥á¥ª îâ

¯à®¤®«¦¥­¨ï áâ®à®­ AB ¨ BC ¢ â®çª å C1 ¨ A1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,   ¯àï¬ ï BP ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ã AC ¢ â®çª¥ B1.

�àï¬ë¥ C1B1 ¨ A1B1 ¯¥à¥á¥ª îâ áâ®à®­ë BC ¨ AB ¢ â®çª å X ¨ Y á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï XY
¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï á¨¬¥¤¨ ­ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

5. �ã­ªæ¨ï f(x) ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ­  ®âà¥§ª¥ [a; b], ¯à¨ç¥¬ f(a)=f(b)=0. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï â ª ï â®çª 

c 2 (a; b), çâ® f(c) + f 0(c) = 0.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ ((x2 � 1)n)(n) ¨¬¥¥â n ª®à­¥© ­  ®âà¥§ª¥ (�1; 1).
7. �¢ ¤à â­ë© âà¥åç«¥­ ax2+ bx+ c á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¯à¨­¨¬ ¥â ¢ p ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨å æ¥«ëå â®çª å

§­ ç¥­¨ï, ï¢«ïîé¨¥áï ¯®«­ë¬¨ ª¢ ¤à â ¬¨ (p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, p > 5). �®ª ¦¨â¥, çâ® b2 � 4ac ¤¥«¨âáï ­  p.

�¥à¨ï 9, ª®¬¡¨­ â®à­®- ­â¨­ ãç­ ï

1. �à¨ ä®ªãá­¨ª  ¯®ª §ë¢ îâ ä®ªãá. �­¨ ¤ îâ §à¨â¥«î ª®«®¤ã ¨§ 2n + 1 ª àâë (n ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®¥

ç¨á«®). �à¨â¥«ì ¡¥à¥â á¥¡¥ ®¤­ã ª àâã, ¯®á«¥ ç¥£® ¤¥«¨â ®áâ ¢èãîáï ª®«®¤ã ­  ¤¢¥ ¯®«®¢¨­ë ¯® n ª àâ ¨ ¤ ¥â

¨å ¤¢ã¬ ä®ªãá­¨ª ¬. �®á«¥ íâ®£® ä®ªãá­¨ª¨ ­¥ á®¢¥é ïáì, ¨§ãç îâ á¢®¨ ª àâë ¨ ª ¦¤ë© ¨§ ­¨å ¤ ¥â âà¥âì¥¬ã
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ä®ªãá­¨ªã áâ®¯ªã ¨§ 6 ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ª àâ. �à¥â¨© ä®ªãá­¨ª ¤®«¦¥­ ®¯à¥¤¥«¨âì, ª ªãî ª àâã ¢§ï« §à¨â¥«ì.

� ª ¯®ª § âì íâ®â ä®ªãá?

2. 64 ªã¡¨ª  á«®¦¨«¨ ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤à â  8� 8. �®¦­® «¨ ¨å á«®¦¨âì ¢ ¢¨¤¥ ªã¡  4� 4� 4 â ª, çâ®¡ë ªã¡¨ª¨,

ª®â®àë¥ ¨¬¥«¨ ®¡éãî £à ­ì ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥, ¨¬¥«¨ ®¡éãî £à ­ì ¨ ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥?

3. �  ã§« å ª«¥âç â®© á¥âª¥ ç¥âëà¥ ªã§­¥ç¨ª  ¨£à îâ ¢ ç¥å à¤ã (ª ¦¤ë¬ å®¤®¬ ®¤¨­ ¨§ ­¨å á¨¬¬¥âà¨ç­®

®âà ¦ ¥âáï ®â ª ª®£®-â® ¨§ âà¥å ¤àã£¨å). �¥à¢®­ ç «ì­® ®­¨ à á¯«®¦¥­ë ¢ ã§« å (0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1). �®£ãâ

«¨ ®­¨ ç¥à¥§ ­¥áª®«ìª® å®¤®¢ ®ª § âìáï ¢ ã§« å (0; 0), (1; 1), (3; 0), (2;�1)?
4. �  ¤®áª¥ ­ ¯¨á ­® ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. � §à¥è ¥âáï ¯à¨¡ ¢«ïâì ª ­¥¬ã «î¡®© ¥£® ­ âãà «ì­ë© ¤¥«¨â¥«ì (¢

â®¬ ç¨á«¥ ¥¤¨­¨æã ¨«¨ á ¬® ç¨á«®) ¨ à¥§ã«ìâ â § ¯¨áë¢ âì ­  ¤®áªã ¢¬¥áâ® ¨áå®¤­®£® ç¨á« . � ª®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥

ç¨á«® â ª¨å ®¯¥à æ¨© ¤®áâ â®ç­® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¨§ «î¡®£® ¯¥à¢®­ ç «ì­®£® ç¨á«  ¬®¦­® ¡ë«® ¯®«ãç¨âì ç¨á«®,

ªà â­®¥ 683?

5. � ­ë ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ®â«¨ç­®¥ ®â 1 ç¨á«® x ¨ ç¨á«® a 2 (0; 1). �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® 1�xa
1�x < (1 + x)a�1.

6. � ­ë ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  a0; a1; : : : ; a2n. �§¢¥áâ­®, çâ® ¤«ï «î¡®£® k ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® ak �
ak�1+ak+1

2
. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤­¥¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ ç¨á¥« á ­¥ç¥â­ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨ ¡®«ìè¥ «¨¡® à ¢­  áà¥¤­¥£®

 à¨¬¥â¨ç¥áª®£® ç¨á¥« á ç¥â­ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨.

7. � á â¥«ì­ë¥ ¢ â®çª å A ¨ B ®ªàã¦­®áâ¨ S1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ O. �®çª¨ C ¨ D | á¥à¥¤¨­ë OA ¨ OB
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �  ®âà¥§ª¥ CD ¢ë¡à ­ë â®çª¨ X ¨ Y . �àï¬ë¥ ZX ¨ ZY ª á îâáï ®ªàã¦­®áâ¨ S, ¯à¨ç¥¬ â®çª 

Z «¥¦¨â ¢­ãâà¨ ã£«  AOB. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª OXZY | ¢ë¯ãª«ë©, â® ®­ | ®¯¨á ­­ë©.

�¥à¨ï 10, á ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å áî¦¥â®¢.

1.  ) �¥¯­ ï ¤à®¡ì � = [a0; a1; a2; : : : ; an�1; an] { á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï, ¥á«¨ ak = an�k ¯à¨ 0 6 k 6 n. �®ª ¦¨â¥,
çâ® ¯à¨ n = 2k Pn = Pk�1(Pk + Pk�2), Qn = QkPk�1 + Qk�1Pk�2,   ¯à¨ n = 2k + 1 Pn = P 2

k
+ P 2

k�1, Qn =

PkQk + Pk�1Qk�1.
¡) �ãáâì p = 4n + 1 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ç¨á¥« p

2
, p

3
, : : : , p

2n
¥áâì ç¨á«®, à §« £ îé¥¥áï ¢

á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî ­¥¯à¥àë¢­ãî ¤à®¡ì.

¢) (�.�¦.�.�¬¨â, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® à®¦¤¥áâ¢¥­áª®© â¥®à¥¬ë �¥à¬ ). �®ª ¦¨â¥, çâ® (¢ ãá«®¢¨ïå ¯.£)) p ¥áâì

áã¬¬  ¤¢ãå ª¢ ¤à â®¢.

2. �ë áª ¦¥¬, çâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ � à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¡¥áª®­¥ç­ãî æ¥¯­ãî ¤à®¡ì

[a0; a1; a2; : : :] = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1
:::

;

¥á«¨ ®­® ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ ¥¥ ¯®¤å®¤ïé¨å ¤à®¡¥©.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡ëå ak íâ®â ¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®¥ ¨àà æ¨®­ «ì­®¥ ç¨á«® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¡¥áª®­¥ç­ãî æ¥¯­ãî

¤à®¡ì.

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï æ¥¯­ ï ¤à®¡ì (â.¥. ¤à®¡ì, í«¥¬¥­âë ak ª®â®à®© ¯¥à¨®¤¨ç­ë, ­ ç¨­ ï á

­¥ª®â®à®£® ¬¥áâ ) ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â¨ç­®© ¨àà æ¨®­ «ì­®áâìî.

3. �¬­®¦¥­¨¥ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®© á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¯à®áâ®¬ã ¬®¤ã«î p ­  ¢ëç¥â a 6� 0 (modp)
¯à®¨§¢®¤¨â ¢ ­¥© ¯¥à¥áâ ­®¢ªã.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ a { ª¢ ¤à â¨ç­ë© ¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p, â® ¯®«ãç¨¢è ïáï ¯®¤áâ ­®¢ª  ç¥â­ .

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ a { ª¢ ¤à â¨ç­ë© ­¥¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p, â® ®­  ­¥ç¥â­ .
4. (�¨ââ¨, � ­£)  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ an = [n�] ¨ bn = [n�], n 2 N, ­¥ ¯¥à¥á¥ª ïáì,

¯®ªàë¢ îâ ¢¥áì ­ âãà «ì­ë© àï¤, â® � ¨ � ¨àà æ¨®­ «ì­ë ¨ 1
�
+ 1

�
= 1.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ � ¨ � ¨àà æ¨®­ «ì­ë ¨ 1
�
+ 1

�
= 1, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ an = [n�] ¨ bn = [n�], n 2 N,

­¥ ¯¥à¥á¥ª ïáì, ¯®ªàë¢ îâ ¢¥áì ­ âãà «ì­ë© àï¤.

5. � ­ë ç¨á«  n; k 2 N, n > k. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, ¬¥­ìè¥¥ Ck

n
, ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ C1
a1
+ C2

a2
+ : : :+ Ck

ak
, £¤¥ 0 6 a1 < a2 < : : : < ak < n.

6. Cãé¥áâ¢ã¥â «¨ A � N â ª®¥, çâ® ¤«ï c 2 N áãé¥áâ¢ãîâ x; y 2 A â ª¨¥, çâ® c = x+y
2

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  c 62 A?
7. �ãáâì a; b; c; d > 0. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® a�b

b+c
+ b�c

c+d
+ c�d

d+a
+ d�a

a+b
> 0.

8.  ) �¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  a; b; x; y ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥­áâ¢ ¬ (a + b)(x + y) = 1 ¨ (a2 + b2)(x2 + y2) = 1.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ax+by > 0. ¡) �¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  a; b; c; x; y; z ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥­áâ¢ ¬ (a+b+c)(x+y+z) = 3

¨ (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = 4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ax+ by + cz > 0.

9. � ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª¥ ABCD à á¯®«®¦¥­ë ¤¢¥ ®ªàã¦­®áâ¨ à ¤¨ãá®¢ R1 ¨ R2, ª á îé¨¥áï ¢­¥è­¨¬ ®¡à §®¬.

�¥à¢ ï ®ªàã¦­®áâì ª á ¥âáï áâ®à®­ DA, AB ¨ BC, ¯à¨ç¥¬ áâ®à®­ë AB ¢ â®çª¥ E. �â®à ï ®ªàã¦­®áâì ª á ¥âáï

áâ®à®­ BC, CD ¨ DA, ¯à¨ç¥¬ áâ®à®­ë CD ¢ â®çª¥ F . �¨ £®­ «¨ ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ O.
�®ª ¦¨â¥, çâ® OE +OF 6 2(R1 +R2).

�¥à¨ï 11, íª§®â¨ç¥áª ï.

1.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ¢ ®¡¥ áâ®à®­ë  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¥ ¯à®£à¥áá¨¨ ï¢«ïîâáï ¡ §®© ­¥ª®â®à®©

â®¯®«®£¨¨ ­  Z.

¡) �ãáâì p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® Ap = f: : : ;�2p;�p; 0; p; 2p; : : :g ®¤­®¢à¥¬¥­­® ®âªàëâ®
¨ § ¬ª­ãâ®.
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¢) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ª®­¥ç­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® f�1; 1g ®âªàëâ®.
£) �ë¢¥¤¨â¥ ®âáî¤ , çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¡¥áª®­¥ç­®.

2. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ ¤¢  â ª¨å è à  ¢ ­¥¬, çâ® è à ¡®«ìè¥£® à ¤¨ãá  á®¤¥à-

¦¨âáï ¢ è à¥ ¬¥­ìè¥£® à ¤¨ãá  ¨ ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ­¨¬?

3. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ¤¢ãå ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ff(1),
f(2), : : : , f(n); : : :g, fg(1), g(2), : : : , g(n), : : :g, £¤¥ f(1) < f(2) < : : : < f(n) < : : :, g(1) < g(2) < : : : < g(n) < : : : ¨
g(n) = f(f(n)) + 1 ¤«ï ¢á¥å n > 1. �¯à¥¤¥«¨â¥ f(240).

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® §­ ç¥­¨ï n 2 N ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª  fnp2g > 1=(2n
p
2); ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡®£®

" > 0 ­ ©¤¥âáï ç¨á«® n 2 N, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢ã fnp2g < (1 + ")=(2n
p
2):

5. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ ç¨á«® h, çâ® ­¨ ¤«ï ª ª®£® ­ âãà «ì­®£® n ç¨á«® [h �1969n] ­¥ ¤¥«¨âáï ­  [h �1969n�1]?
6. �ãáâì a1; a2; : : : ; an > 0. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

 ) 1
a1

+ 2
a1+a2

+ : : :+ n

a1+:::+an
< 4

�
1
a1

+ : : :+ 1
an

�
;

¡) 1
a1

+ 2
a1+a2

+ : : :+ n

a1+:::+an
< 2

�
1
a1

+ : : :+ 1
an

�
.

7. �  áâ®à®­ å AB ¨ BC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢§ïâë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â®çª¨ C1 ¨ A1; â®çª¨ M ¨M1 | á¥à¥¤¨­ë

®âà¥§ª®¢ AC ¨ A1C1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �àï¬ ï BM ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¯¨á ­­ãî ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª  A1BC1 ¢

â®çª¥ K1,   ¯àï¬ ï BM1 | ®¯¨á ­­ãî ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ â®çª¥ K. � ¬¨ ®¯¨á ­­ë¥ ®ªàã¦­®áâ¨

¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ P ,   ¯àï¬ë¥ A1C1 ¨ AC | ¢ â®çª¥ T . �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨M , M1, K, K1, P ¨ T «¥¦ â ­ 

®¤­®© ®ªàã¦­®áâ¨.

8. �á¥ £à ­¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬­®£®£à ­­¨ª  | âà¥ã£®«ì­¨ª¨, ¯à¨ç¥¬ ¨§ ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë ¢ëå®¤¨â ­¥ ¬¥­¥¥ 5

à¥¡¥à ¨ ­¥â ¤¢ãå á¬¥¦­ëå ¢¥àè¨­ áâ¥¯¥­¨ 5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ã íâ®£® ¬­®£®£à ­­¨ª  ¥áâì £à ­ì, ¨§ ¢¥àè¨­ ª®â®à®©

¢ëå®¤¨â á®®â¢¥âáâ¢¥­­® 5, 6 ¨ 6 à¥¡¥à.

9. �ãáâì L(a1; a2; : : : ; ak) | íâ® ª®«¨ç¥áâ¢® á¯®á®¡®¢ à ááâ ¢¨âì ¢ â ¡«¨æ¥ m � n a1 ¥¤¨­¨æ, a2 ¤¢®¥ª, : : : ,
ak ç¨á¥« k â ª, çâ®¡ë ç¨á«  ¢ «î¡®¬ áâ®«¡æ¥ á¢¥àåã ¢­¨§ áâà®£® ¢®§à áâ «¨,   ¢ «î¡®© áâà®ª¥ | á«¥¢  ­ ¯à ¢®

­¥áâà®£® ¢®§à áâ «¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® §­ ç¥­¨¥ L ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¯®àï¤ª   à£ã¬¥­â®¢.

�¥à¨ï 12. � ¯®«­¥­¨¥ ¯à®¡¥«®¢ ¨ íáâ¥â¨ç¥áª¨© ¢§àë¢.

1. � ª®¬ã ãá«®¢¨î ¤®«¦­ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì æ¥«®ç¨á«¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë ~u(a; b) ¨ ~v(c; d) ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®à®¦¤¥­-

­ ï ¨¬¨ à¥è¥âª  � = fm~u+ n~v j m;n 2Zg ¢ª«îç «  ¢á¥ æ¥«®ç¨á«¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë?

2. (�.�.�®«®â à¥¢) �ãáâì p ¨ q { à §«¨ç­ë¥ ­¥ç¥â­ë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« . � áá¬®âà¨¬¬­®¦¥áâ¢  S = f0; 1; : : : ; pq�
1g ¨ T = f(a; b)j0 6 a < p; 0 6 b < qg. �®£« á­® ª¨â ©áª®© â¥®à¥¬¥ ®¡ ®áâ âª å ®â®¡à ¦¥­¨¥ c 7! (c mod p; c mod q)
§ ¤ ¥â ¢§ ¨¬­®-®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã S ¨ T .

 ) � ©¤¨â¥ ç¥â­®áâì ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¬­®¦¥áâ¢  T , ¯¥à¥¢®¤ïé¥© (a; b) ¢ (a+pb mod p; a+pbmod q), ¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¨,
¯¥à¥¢®¤ïé¥© (a; b) ¢ (qa + b mod p; qa+ b mod q).

¡) � ©¤¨â¥ ç¥â­®áâì ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¬­®¦¥áâ¢  S, ¯¥à¥¢®¤ïé¥© a+ pb ¢ qa+ b.

¢) �ë¢¥¤¨â¥ ¨§ ¯ã­ªâ®¢  ) ¨ ¡) ª¢ ¤à â¨ç­ë© § ª®­ ¢§ ¨¬­®áâ¨.

3.  ) �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® M � R, çâ® ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢  M , clM , intM , cl intM à §«¨ç­ë?

¡) �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® M � R, çâ® ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢ M , clM , intM , int clM à §«¨ç­ë?

¢) �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® M � R, çâ® ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢ M , clM , intM , cl intM , int clM à §«¨ç­ë?

£) �®ª ¦¨â¥, çâ® cl int cl intM = cl intM .

¤) � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­® ¨§ ®¤­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ ®¯¥à æ¨©

cl ¨ int?

4. �¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ï¤ � à¥ï �n { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì à á¯®«®¦¥­­ëå ¯® ¢®§à áâ ­¨î ­¥á®ªà â¨¬ëå ¤à®¡¥©
a

b
á 0 6 a 6 b 6 n.

�¥¤¨ ­â  ¤à®¡¥© a

b
¨ c

d
{ ¤à®¡ì a+c

b+d
.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® àï¤ �n ¯®«ãç ¥âáï ¨§ àï¤  �n�1 ¢áâ ¢ª®© ¬¥¤¨ ­â ¬¥¦¤ã á®á¥¤­¨¬¨ ¤à®¡ï¬¨ á áã¬¬®©

§­ ¬¥­ â¥«¥© n.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¤¢ãå ¤à®¡¥© a

b
¨ c

d
, áâ®ïé¨å àï¤®¬ ¢ ª ª®¬-­¨¡ã¤ì àï¤ã � à¥ï, jad� bcj = 1.

5. � èª®«¥ ¨§ãç îâáï 2n ¯à¥¤¬¥â®¢,   ãç¥­¨ª¨ ¯®«ãç îâ â®«ìª® ¤¢®©ª¨ ¨ âà®©ª¨. �¨ª ª¨¥ ¤¢  ãç¥­¨ª  ­¥

ãç âáï ®¤¨­ ª®¢®, ¨ ­¨ ¯à® ª ª¨å ¤¢ãå ãç¥­¨ª®¢ ­¥«ì§ï áª § âì, çâ® ®¤¨­ ãç¨âáï «ãçè¥ ¤àã£®£®. �®ª ¦¨â¥, çâ®

ª®«¨ç¥áâ¢® ãç¥­¨ª®¢ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â Cn

2n.

6. �§ ¢¥àè¨­ ¯à ¢¨«ì­®£® 35-ã£®«ì­¨ª  ®â¬¥â¨«¨  ) 9; ¡) 8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª ª¨¥-â® ç¥âëà¥ ¨§ ®â¬¥ç¥­-

­ëå ¢¥àè¨­ ®¡à §ãîâ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª ¨«¨ âà ¯¥æ¨î.

7. � ª« áá¥ ¯®à®¢­ã ¬ «ìç¨ª®¢ ¨ ¤¥¢®ç¥ª. � ¦¤ë© ¬ «ìç¨ª ¤àã¦¨â á ç¥â­ë¬ ç¨á«®¬ ¤¥¢®ç¥ª. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¬®¦­® ¢ë¡à âì ­¥áª®«ìª® ¬ «ìç¨ª®¢ â ª, çâ®¡ë ª ¦¤ ï ¤¥¢®çª  ¤àã¦¨«  á ç¥â­ë¬ ç¨á«®¬ ¢ë¡à ­­ëå

¬ «ìç¨ª®¢.

8. � ­ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC. � ­¥¬ H { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¢ëá®â, I { æ¥­âà ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨, O { æ¥­âà

®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨, K { â®çª  ª á ­¨ï ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ á® áâ®à®­®© BC. �§¢¥áâ­®, çâ® IO k BC.
�®ª ¦¨â¥, çâ® AO k HK.

�¥à¨ï 13, á ¢ë¥§¤®¬ ¢ £®à®¤

1. (�¨à¨å«¥) �ãáâì � { ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥,   N { ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ æ¥«ë¥

ç¨á«  p, q, 0 < q 6 N , ¤«ï ª®â®àëå j�� p

q
j 6 1

Nq
.
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2. �ãáâì n > 2 { ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  k2 + k + n { ¯à®áâë¥ ¤«ï ª ¦¤®£® æ¥«®£® k,
0 6 k 6

p
n=3, â® ç¨á«  k2 + k + n { ¯à®áâë¥ ¤«ï ª ¦¤®£® æ¥«®£® k, 0 6 k 6 n� 2.

3. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  f(x; y) = [a; b; c] = ax2 + bxy + cy2 { ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ ï, ¥á«¨ D = b2 � 4ac > 0. �®à­¨

â ª®© ä®à¬ë { íâ® ç¨á«  
 = �b�
p
D

2a
¨ ! = �b+

p
D

2a
.

�®à¬  f { ¯à¨¢¥¤¥­­ ï, ¥á«¨ j 
 j> 1, j ! j< 1, 
! < 0.

 ) � ª á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ª®à­¨ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ä®à¬?

�à¥®¡à §®¢ ­¨¥ (ã­¨¬®¤ã«ïà­®¥) x = Y , y = �X + kY ¯¥à¥¢®¤¨â ä®à¬ã f = [a; b; a1] ¢ ä®à¬ã g = [a1; b1; a2],
¢ ª®â®à®© b1 = �b � 2ka1 (  a2 ®âëé¥âáï á ¬®). � íâ®© á¨âã æ¨¨ ä®à¬  g { á®á¥¤­ïï ª f á¯à ¢ ,   f { á®á¥¤­ïï ª

g á«¥¢ .
¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ ï ä®à¬  [a; b; c] ¤¨áªà¨¬¨­ ­â  D íª¢¨¢ «¥­â­  ä®à¬¥ [a; b; c], ã ª®â®à®© j a j6

p
D=3.

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ ï ä®à¬  íª¢¨¢ «¥­â­  ¯à¨¢¥¤¥­­®©.

£) �«ï ª ¦¤®© ¯à¨¢¥¤¥­­®© ä®à¬ë ¬®¦­® ­ ©â¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ¯à¨¢¥¤¥­­ãî ä®à¬ã, á®á¥¤­îî ª ­¥© á¯à ¢ ,

¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ¯à¨¢¥¤¥­­ãî ä®à¬ã, á®á¥¤­îî ª ­¥© á«¥¢ . �®áâà®¨¬ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¤«ï ¤ ­­®© ¯à¨¢¥¤¥­­®©

ä®à¬ë á®á¥¤­îî ª ­¥© á¯à ¢ , ¯®â®¬ { á«¥¤ãîéãî ¨ â.¤. � ª ¢ë ¤ã¬ ¥â¥, ç¥¬ ¢á¥ íâ® ª®­ç¨âáï?

¤) �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢¥â «¨èì ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ä®à¬ ¤ ­­®£® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï D.

4.  ) � ª ¨§¢¥áâ­®, ex = 1 + x

1!
+ x

2

2!
+ : : : (ªáâ â¨, ¯®ç¥¬ã?) �®ª ¦¨â¥, çâ® ex = lim

�
1 + x

n

�n
.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ek ¨àà æ¨®­ «ì­® ¯à¨ ¢á¥å ­ âãà «ì­ëå k.
5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  m;n 2N ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ­¥à ¢¥­áâ¢ã

p
7�m=n > 0, â®

p
7�m=n > 1=mn.

6. �  ¯®«ª¥ ¢ ¡¥á¯®àï¤ª¥ à ááâ ¢«¥­® 100-â®¬­®¥ á®¡à ­¨¥ á®ç¨­¥­¨© �.�.�®«áâ®£®. � §à¥è ¥âáï ¯®¬­ïâì

¬¥áâ ¬¨ «î¡ë¥ ¤¢  â®¬  à §­®© ç¥â­®áâ¨. �  ª ª®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ç¨á«® â ª¨å ®¯¥à æ¨© £ à ­â¨à®¢ ­® ¬®¦­®

à ááâ ¢¨âì â®¬  ¯® ¯®àï¤ªã?

7. �ãáâì M | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¢­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC. �àï¬ ï `a c®¥¤¨­ï¥â ®á­®¢ ­¨ï ¯¥à¯¥­¤¨ªã-
«ïà®¢ ¨§ â®çª¨ M ­  áâ®à®­ã BC ¨ ­  ¢ëá®âã ¨§ â®çª¨ A,  ­ «®£¨ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯àï¬ë¥ `b ¨ `c. �®ª ¦¨â¥,
çâ® íâ¨ âà¨ ¯àï¬ë¥ ª®­ªãà¥­â­ë.

8. �¥à¥¤¨­­ë¥ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïàë ª áâ®à®­ ¬ AB ¨ BC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª îâ ¯àï¬ë¥ BC ¨ AB
¢ â®çª å A1 ¨ C1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¨áá¥ªâà¨áë ã£«®¢ A1AC ¨ C1CA ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ B0. �­ «®£¨ç­®

®¯à¥¤¥«ïîâáï â®çª¨ A0 ¨ C0. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ A0, B0, C0 «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ æ¥­âà

¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª .

9. �ãáâì a; b; c > 0. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

2(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1) > (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)(abc+ 1):

�¥à¨ï 14, ¡¥§ ¯®¤¯ã­ªâ®¢

1. �à¨ ª ª¨å n 2 N ¬®¦­® à áááâ ¢¨âì ¯® ªàã£ã ç¨á«  a1; a2; : : : ; an, ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥ ­ã«î â ª, çâ®¡ë ¤«ï

«î¡®£® k � n áã¬¬  k ¯®¤àï¤ áâ®ïé¨å ç¨á¥«, ­ ç¨­ ï á ak, à ¢­ï« áì ­ã«î?
2. � £ ­¤¡®«ì­®¬ âãà­¨à¥ ¢ ®¤¨­ ªàã£ (ª ¦¤ ï ª®¬ ­¤  áë£à «  á ª ¦¤®© à®¢­® ®¤¨­ à §, §  ¯®¡¥¤ã ¤ îâ

2 ®çª , §  ­¨çìî | 1, §  ¯®à ¦¥­¨¥ | 0) ¯à¨­ï«® ãç áâ¨¥ 16 ª®¬ ­¤. �á¥ ª®¬ ­¤ë ­ ¡à «¨ à §­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®

®çª®¢, ¯à¨ç¥¬ ª®¬ ­¤ , § ­ï¢è ï á¥¤ì¬®¥¥ ¬¥áâ®, ­ ¡à «  21 ®çª®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®¡¥¤¨â¥«ì å®âï ¡ë ®¤¨­ à §

áë£à « ¢­¨çìî.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ k > 2 ç¨á«® 22
k�1 � 2k � 1 | á®áâ ¢­®¥.

4. � â¥ âà «ì­®¬ ä¥áâ¨¢ «¥ ãç áâ¢®¢ «¨ 111 â¥ âà «ì­ëå âàã¯¯. � ¦¤ë© ¤¥­ì ­¥ª®â®àë¥ âàã¯¯ë ¢ëáâã-

¯ «¨,   ®áâ «ì­ë¥ ¡ë«¨ §à¨â¥«ï¬¨. �à¨ íâ®¬ ª ¦¤ ï âàã¯¯  ¢¨¤¥«  (¡ã¤ãç¨ §à¨â¥«ï¬¨) ¢ëáâã¯«¥­¨ï ¢á¥å

®áâ «ì­ëå âàã¯¯. � ª®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ç¨á«® ¤­¥© ¬®£ ¯à®¤®«¦ âìáï ä¥áâ¨¢ «ì?

5. �¢¥ ®ªàã¦­®áâ¨ ª á îâáï ¢ â®çª¥ P . �àï¬ ï ª á ¥âáï ®¤­®© ¨§ ­¨å ¢ â®çª¥ A ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¤àã£ãî

®ªàã¦­®áâì ¢ â®çª å B ¨ C. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï PA ¤¥«¨â ¯®¯®« ¬ ã£®« ¬¥¦¤ã PB ¨ PC.
6. �ãáâì a; b; c; d > 0. �®ª ¦¨â¥, çâ®

�
a + b

c + d

�a+b

6

�
a

c

�a�
b

d

�b

:

7. � ©¤¨â¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ m2 + n2 ¤«ï ¢á¥å ¯ à ­ âãà «ì­ëå m;n � 2004, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î

jm2 �mn � n2j = 1.

�¥à¨ï 15, á ¯®¢ëè¥­­®© ª®­æ¥­âà æ¨¥©  à¨ä¬¥â¨ª¨

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® äã­ªæ¨ï  ) f(x) = cosx + cos(
p
2x), ¡) f(x) = sinx + sin(

p
2x), ¢) f(x) = sinx+ cos(

p
2x) {

­¥¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï.

2. �ã¤à®¥ àãª®¢®¤áâ¢® ­ ­ï«® ­ ¤á¬®âàé¨ª  ¤«ï ¤¥â¥© ¨ ¯®«®¦¨«® ¥¬ã § à¯« âã
p
2 à. ¢ ¤¥­ì. �®áª®«ìªã

¡ ­ª­®âë â ª®£® ¤®áâ®¨­áâ¢  ¥é¥ ­¥ ¢ë¯ãáª îâáï, ¬ã¤à®¥ àãª®¢®¤áâ¢® ª ¦¤ë© ¤¥­ì ¯« â¨â ­ ¤á¬®âàé¨ªã 1

¨«¨ 2 àã¡«ï â ª, çâ® ª ¦¤ë© ¤¥­ì áã¬¬ , ¯®«ãç¥­­ ï ­ ¤á¬®âàé¨ª®¬ §  ¢á¥ ¢à¥¬ï ¥£® à ¡®âë ®â«¨ç ¥âáï ®â

¯®«®¦¥­­®© ¬¥­¥¥, ç¥¬ ­  àã¡«ì. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢ë¯« â ­¥¯¥à¨®¤¨ç­ .

3. (�¥¬¬  Tãí*). �ãáâì n > 1 { ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® a, ¢§ ¨¬­® ¯à®áâ®£® á
n, áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ­ âãà «ì­ë¥ x 6

p
n;, y 6

p
n, çâ® ay � �x (mod n).
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4. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ f : (0;1)! (0;1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ f(x+1) = f(x)+1 ¨ f
�

1
f(x)

�
= 1

x
¯à¨

¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå x.
5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ x2� 2y2 = n, n 2 N, à §à¥è¨¬® ¢ æ¥«ëå ç¨á« å, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¥£® à¥è¥­¨¥,

¤«ï ª®â®à®£® 0 < x 6 2
p
n.

6. (� «¥­)  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® å®âï ¡ë ®¤­  ¨§ ¤¢ãå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ëå ¯®¤å®¤ïé¨å ¤à®¡¥© ª ç¨á«ã � ã¤®¢«¥-

â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ã
��� Pn
Qn

� �
��� < 1

2Q2
n

.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨
���p
q
� �

��� < 1
2q2

, â® p

q
{ ¯®¤å®¤ïé ï ¤à®¡ì ª �.

7. � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ABC ¯à®¢¥«¨ ¡¨áá¥ªâà¨áã BK ¨ ¢ëá®âã CD,   ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ BKC { ¢ëá®âã KL. �àï-
¬ë¥ BK ¨ CD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ M ,   ¯àï¬ë¥ KL ¨ CD { ¢ â®çª¥ N . �¯¨á ­­ ï ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª 

BKN ¢â®à¨ç­® ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî AB ¢ â®çª¥ P . �®ª ¦¨â¥, çâ® âà¥ã£®«ì­¨ª KPM à ¢­®¡¥¤à¥­­ë©.

8. �ªàã¦­®áâ¨ S1, S2 ¨ S3 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ A. �à®¬¥ â®£®, ¯¥à¢ë¥ ¤¢¥ ®ªàã¦­®áâ¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢

â®çª¥ B, ¯¥à¢ ï ¨ âà¥âìï { ¢ â®çª¥ C,   ¢â®à ï ¨ âà¥âìï { ¢ â®çª¥ D. � á â¥«ì­ë¥ ª ®ªàã¦­®áâ¨ S2 ¢ â®çª¥ B
¨ ª ®ªàã¦­®áâ¨ S3 ¢ â®çª¥ C ¯¥à¥á¥ª îâáï ­  ®ªàã¦­®áâ¨ S1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª á â¥«ì­ë¥ ª ®ªàã¦­®áâ¨ S2 ¢

â®çª¥ D ¨ ª ®ªàã¦­®áâ¨ S1 ¢ â®çª¥ C ¯¥à¥á¥ª îâáï ­  ®ªàã¦­®áâ¨ S3.
9. �ãáâì a; b; c; d > 0. �®ª ¦¨â¥, çâ®

a� b

a+ 2b+ c
+

b� c

b+ 2c+ d
+

c� d

c+ 2d+ a
+

d� a

d+ 2a+ b
> 0:

� â¡®©. �â àè ï ¨­®£®à®¤­ïï £àã¯¯  { �ã«¨âª¨­, � «¨­¨­, �à¨áâ®ä®à®¢

24  ¢£ãáâ  2006 £.

1. P (x) = xn+ an�1xn�1+ : : :+ a1x+ 1 { ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ â ª®©, çâ®

ak = an�k ¯à¨ 1 6 k 6 n � 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® ¯ à ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« x ¨ y, ¤«ï
ª®â®àëå P (x) ¤¥«¨âáï ­  y ¨ P (y) ¤¥«¨âáï ­  x.

2. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ f : N ! R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¯à¨ ¢á¥å ­ âãà «ì­ëå x, y ¨ z ­¥à ¢¥­áâ¢ã f(xy) +
f(xz) > f(x)f(yz) + 1.

3. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® â®ç¥ª ¬®¦­® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ ¯à ¢¨«ì­ë© è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª á® áâ®à®­®© 1 â ª,

çâ®¡ë à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ¡ë«® ­¥ ¬¥­ìè¥
p
2?

4. � æ¥­âà¥ ª ¦¤®© ª«¥âª¨ ¡¥áª®­¥ç­®© ª«¥âç â®© ¯«®áª®áâ¨ áâ®¨â ¡ ª á æ¥«ë¬ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬ ç¨á«®¬

«¨âà®¢ ¡¥­§¨­ . �¤­®£® «¨âà  å¢ â ¥â ­  ¯à®¥§¤ ¢ æ¥­âà á®á¥¤­¥© ª«¥âª¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ¢ «î¡®¬ ª¢ ¤à â¥ 10�10
áã¬¬ à­® á®¤¥à¦¨âáï ­¥ ¬¥­¥¥ 100 « ¡¥­§¨­ . �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï ª«¥âª , ¨§ æ¥­âà  ª®â®à®© ¬ è¨­  á

¯ãáâë¬ ¡ ª®¬ ¬®¦¥â ¤®¥å âì ¤® æ¥­âà  «î¡®© ¤àã£®© ª«¥âª¨.

5. �  à¥¡à å â¥âà í¤à  ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¡à «¨ ¯® ®¤­®© â®çª¥. �«ï ª ¦¤®© ¨§ ¢¥àè¨­ â¥âà í¤à 

ç¥à¥§ ­¥¥ ¨ âà¨ ¢ë¡à ­­ë¥ â®çª¨, «¥¦ é¨¥ ­  ¢ëå®¤ïé¨å ¨§ íâ®© ¢¥àè¨­ë à¥¡à å, ¯à®¢¥«¨ áä¥àã. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¯®«ãç¨¢è¨¥áï ç¥âëà¥ áä¥àë ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

6. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­ë n ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ á ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­ë¬¨ áâ®à®­ ¬¨, ¯à¨ç¥¬ ­¨ª ª¨¥

¤¢¥ áâ®à®­ë ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �à ­¨æë íâ¨å ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ¤¥«ïâ ¯«®áª®áâì ­  ®¡« áâ¨. � §®¢¥¬

®¡« áâì ¢ ¦­®©, ¥á«¨ ­  ¥¥ £à ­¨æ¥ «¥¦¨â å®âï ¡ë ®¤­  ¨§ ¢¥àè¨­ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬ 

ª®«¨ç¥áâ¢ ¢¥àè¨­ ¢á¥å ¢ ¦­ëå ®¡« áâ¥© ¬¥­ìè¥ 40n.

7. �®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  a0; a1; : : : ; an ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¯à¨ 1 6 i 6 n � 1 ãá«®¢¨î ai�1ai+1 6 a2
i
. �®ª ¦¨â¥,

çâ®
a0 + : : :+ an

n+ 1
� a1 + : : :+ an�1

n� 1
>

a0 + : : :+ an�1
n

� a1 + : : :+ an

n
:

8. � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ æ¥­âà ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ¨ ®àâ®æ¥­âà «¥¦ â ­  ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ®¤¨­ ¨§ ã£«®¢ âà¥ã£®«ì­¨ª  à ¢¥­ 60�.
9. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fang ¨ fbng, n = 0; 1; 2; : : : ®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: a0 = 0; b0 = 1 ¨ ¯à¨ «î¡ëå

k ¨ l ç¨á«  ak+l � akbl � albk ¨ bk+l � bkbl + akal ¤¥«ïâáï ­  239. �®ª ¦¨â¥, çâ® a240 ¤¥«¨âáï ­  239.

10. � áâà ­¥ 2000 £®à®¤®¢, ¨§ ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå ¢¥¤ãâ à®¢­® âà¨ ¤®à®£¨ ¢ ¤àã£¨¥ £®à®¤ . �®ª ¦¨â¥, çâ®

¬®¦­® § ªàëâì 1000 ¤®à®£ â ª, çâ®¡ë ¢ áâà ­¥ ­¥ ®áâ «®áì ­¨ ®¤­®£® § ¬ªãâ®£® ¬ àèàãâ , á®áâ®ïé¥£® ¨§ ­¥ç¥â­®£®

ç¨á«  ¤®à®£.

� â¡®© ¢­ãâà¨ áâ àè¥© £àã¯¯ë 1{2, 24  ¢£ãáâ  2006 £.

1. � ­ ¬­®£®ç«¥­ P (x) = xn+a1x
n�1+a2xn�2+: : :+an á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â

¬­®£®ç«¥­ Q(x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ â ª®©, çâ® P (x)Q(x) ¨¬¥¥â à®¢­® ¤¢  ­¥ç¥â­ëå ª®íää¨æ¨¥­â .
2. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ f : N ! R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¯à¨ ¢á¥å ­ âãà «ì­ëå x, y ¨ z ­¥à ¢¥­áâ¢ã f(xy) +

f(xz) > f(x)f(yz) + 1.

3. �ãáâì A1A2 : : :An { ¢ë¯ãª«ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª, n > 4. �®ª ¦¨â¥, çâ® A1A2 : : :An { ¢¯¨á ­­ë© â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª ¦¤®© ¢¥àè¨­¥ Aj ¬®¦­® á®¯®áâ ¢¨âì ¯ àã (bj; cj) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« â ª, çâ® AiAj =

jbjci � bicjj ¤«ï ¢á¥å i, j, 1 6 i < j 6 n.
4. �  ª«¥âç â®© ¤®áª¥ 5� 5 ¤¢  ¨£à®ª  ¯® ®ç¥à¥¤¨ áâ ¢ïâ ç¨á«  ¢ ¯ãáâë¥ ª«¥âª¨: ¯¥à¢ë© { ¥¤¨­¨æë, ¢â®à®©

{ ­ã«¨. � ¦¤ë¬ å®¤®¬ áâ ¢¨âáï ®¤­® ç¨á«®, ¯®ª  ­¥ ¡ã¤¥â § ¯®«­¥­  ¢áï ¤®áª . �®á«¥ íâ®£® ¤«ï ª ¦¤®£®

ª¢ ¤à â  3 � 3 ¯®¤áç¨âë¢ ¥âáï áã¬¬  ç¨á¥« ¢ ¥£® ª«¥âª å. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ­ ¨¡®«ìèãî ¨§ íâ¨å áã¬¬. �¥à¢ë©

¨£à®ª áâà¥¬¨âáï ª â®¬ã, çâ®¡ë áâ «® ª ª ¬®¦­® ¡®«ìè¥. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ ®­ ¬®¦¥â £ à ­â¨à®¢ âì?
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5. �«®áª®áâì � ª á ¥âáï áä¥àë, ®¯¨á ­­®© ®ª®«® â¥âà í¤à  ABCD, ¢ â®çª¥ A. �®ª ¦¨â¥, çâ® «¨­¨¨ ¯¥à¥-

á¥ç¥­¨ï ¯«®áª®áâ¥© £à ­¥© ABC, ACD ¨ ABD á ¯«®áª®áâìî � ¤¥«ïâ ¥¥ ­  è¥áâì à ¢­ëå ã£«®¢ â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  AB �CD = AC �BD = AD �BC.
6. �®¦­® «¨ à áªà á¨âì ¬­®¦¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¢ 6 æ¢¥â®¢ â ª, çâ®¡ë áã¬¬  «î¡ëå ¯ïâ¨ ç¨á¥«

à §­ëå æ¢¥â®¢ ¡ë«  ç¨á«®¬ è¥áâ®£® æ¢¥â ?

7. �®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  a0; a1; : : : ; an ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¯à¨ 1 6 i 6 n � 1 ãá«®¢¨î ai�1ai+1 6 a2
i
. �®ª ¦¨â¥,

çâ®
a0 + : : :+ an

n+ 1
� a1 + : : :+ an�1

n� 1
>

a0 + : : :+ an�1
n

� a1 + : : :+ an

n
:

8. � âà¥ã£®«ì­¨ª¥ æ¥­âà ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ¨ ®àâ®æ¥­âà «¥¦ â ­  ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ®¤¨­ ¨§ ã£«®¢ âà¥ã£®«ì­¨ª  à ¢¥­ 60�.
9. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fang ¨ fbng, n = 0; 1; 2; : : : ®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: a0 = 0; b0 = 1 ¨ ¯à¨ «î¡ëå

k ¨ l ç¨á«  ak+l � akbl � albk ¨ bk+l � bkbl + akal ¤¥«ïâáï ­  239. �®ª ¦¨â¥, çâ® a240 ¤¥«¨âáï ­  239.

10. � áâà ­¥ 2000 £®à®¤®¢, ¨§ ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå ¢¥¤ãâ à®¢­® âà¨ ¤®à®£¨ ¢ ¤àã£¨¥ £®à®¤ . �®ª ¦¨â¥, çâ®

¬®¦­® § ªàëâì 1000 ¤®à®£ â ª, çâ®¡ë ¢ áâà ­¥ ­¥ ®áâ «®áì ­¨ ®¤­®£® § ¬ªãâ®£® ¬ àèàãâ , á®áâ®ïé¥£® ¨§ ­¥ç¥â­®£®

ç¨á«  ¤®à®£.
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