
�áâã¯¨â¥«ì ï ®«¨¬¯¨ ¤  ¤«ï ¢ë¯ãáª¨ª®¢ 9{10 ª« áá®¢, 3  ¢£ãáâ  2011 £.

1. �®¦® «¨ à áªà á¨âì ¯«®áª®áâì ¢ 2011 æ¢¥â®¢ â ª, çâ®¡ë ¢ãâà¨ «î¡®£® ªàã£  ¡ë«¨ â®çª¨ ¢á¥å 2011 æ¢¥â®¢?

2. �¤®«ì ¯àï¬®£® è®áá¥ �¬ãâ à ª ì { �àî¯¨áª ¢ â®çª å A1, A2, : : : , A100 áâ®ïâ ¢ëèª¨ ®¯¥à â®à  á®â®¢®© á¢ï§¨

���,   ¢ â®çª å B1, B2, : : : , B100 { ¢ëèª¨ ª®¬¯ ¨¨ \�ã¯®à". (�ã¬¥à æ¨ï ¢ëè¥ª ¬®¦¥â ¥ á®¢¯ ¤ âì á ¯®àï¤ª®¬ ¨å

à á¯®«®¦¥¨ï ¢¤®«ì è®áá¥.) � ¦¤ ï ¢ëèª  ¤¥©áâ¢ã¥â   à ááâ®ï¨¨ 10 ª¬ ¢ ®¡¥ áâ®à®ë ¢¤®«ì è®áá¥. �§¢¥áâ®, çâ®

AiAk > BiBk ¯à¨ «î¡ëå i, k 6 100. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬ à ï ¤«¨  ¢á¥å ãç áâª®¢ è®áá¥, ®å¢ ç¥ëå á¥âìî ���, ¥

¬¥ìè¥, ç¥¬ ¤«¨  ãç áâª®¢, ®å¢ ç¥ëå á¥âìî \�ã¯®à".

3. �®çª¨ X ¨ Y { á¥à¥¤¨ë áâ®à® AB ¨ AC âà¥ã£®«ì¨ª  ABC, I { æ¥âà ¥£® ¢¯¨á ®© ®ªàã¦®áâ¨, K { â®çª 

ª á ¨ï ¢¯¨á ®© ®ªàã¦®áâ¨ á® áâ®à®®© BC. �¨áá¥ªâà¨á  ¢¥è¥£® ã£«  ¯à¨ ¢¥àè¨¥ B ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî XY ¢

â®çª¥ P ,   ¡¨áá¥ªâà¨á  ¢¥è¥£® ã£«  ¯à¨ ¢¥àè¨¥ C ¯¥à¥á¥ª ¥â XY ¢ â®çª¥ Q. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯«®é ¤ì ç¥âëà¥åã£®«ì-

¨ª  PKQI à ¢  ¯®«®¢¨¥ ¯«®é ¤¨ ¨áå®¤®£® âà¥ã£®«ì¨ª .

4. �¥áâì ç«¥®¢ ª®¬ ¤ë � â «¨¨   �¥¦¤ã à®¤®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ®«¨¬¯¨ ¤¥ ®â¡¨à îâáï ¨§ 13 ª ¤¨¤ â®¢.

�  ®â¡®à®ç®© ®«¨¬¯¨ ¤¥ ª ¤¨¤ âë  ¡à «¨ a1, a2, : : : , a13 ¡ ««®¢ (ai 6= aj ¯à¨ i 6= j).

�ãª®¢®¤¨â¥«ì ª®¬ ¤ë § à ¥¥ ¢ë¡à « 6 ª ¤¨¤ â®¢ ¨ â¥¯¥àì å®ç¥â, çâ®¡ë ¢ ª®¬ ¤ã ¯®¯ «¨ ¨¬¥® ®¨. � íâ®©

æ¥«ìî ® ¯®¤¡¨à ¥â ¬®£®ç«¥ P (x) ¨ ¢ëç¨á«ï¥â â¢®àç¥áª¨© ¯®â¥æ¨ « ª ¦¤®£® ª ¤¨¤ â  ¯® ä®à¬ã«¥ ci = P (ai).

�à¨ ª ª®¬ ¬¨¨¬ «ì®¬ n ® § ¢¥¤®¬® á¬®¦¥â ¯®¤®¡à âì â ª®© ¬®£®ç«¥ P (x) áâ¥¯¥¨ ¥ ¢ëè¥ n, çâ® â¢®àç¥áª¨©

¯®â¥æ¨ « «î¡®£® ¨§ ¥£® è¥áâ¨ ª ¤¨¤ â®¢ ®ª ¦¥âáï áâà®£® ¡®«ìè¥, ç¥¬ ã ª ¦¤®£® ¨§ á¥¬¨ ®áâ ¢è¨åáï?

5. �à£ ¨§ â®àë ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ª®£à¥áá  ®¡ àã¦¨«¨, çâ®, ¥á«¨ «î¡®£® ¨§ ãç áâ¨ª®¢ ¯®á¥«¨âì ¢ ®¤®¬¥áâë©

®¬¥à, â® ¢á¥å ®áâ «ìëå ¬®¦® ¡ã¤¥â à áá¥«¨âì ¯® ¤¢ãå¬¥áâë¬ ®¬¥à ¬, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå ®¡¨â â¥«¨ ¡ã¤ãâ

§ ª®¬ë ¤àã£ á ¤àã£®¬.

�®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®© ãç áâ¨ª ¬®¦¥â ®à£ ¨§®¢ âì ªàã£«ë© áâ®« ¯® â¥®à¨¨ £à ä®¢, ¢ ª®â®à®¬, ªà®¬¥ ¥£®, ¡ã¤¥â

ãç áâ¢®¢ âì ¥é¥ ç¥â®¥ ç¨á«® «î¤¥©, ¨ ª ¦¤ë© ãç áâ¨ª ¡ã¤¥â § ª®¬ á ®¡®¨¬¨ á¢®¨¬¨ á®á¥¤ï¬¨ ¯® áâ®«ã.

6. � âãà «ìë¥ n, m, k â ª®¢ë, çâ® ç¨á«  5n�2 ¨ 2k�5 ¤¥«ïâáï   5m�2m. �®ª ¦¨â¥, çâ® n ¨ m ¢§ ¨¬® ¯à®áâë.

7. � âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC áâ®à®ë ¯®¯ à® à §«¨çë. �  «ãç å AB ¨ CB ®â¬¥ç¥ë â®çª¨ B1 ¨ B2 â ª, çâ® AB1 = CB,

CB2 = AB. �  «ãç å CA ¨ BA ®â¬¥ç¥ë â®çª¨ A1 ¨ A2 â ª, çâ® CA1 = BA, BA2 = CA. �  «ãç å BC ¨ AC ®â¬¥ç¥ë

â®çª¨ C1 ¨ C2 â ª, çâ® BC1 = AC, AC2 = BC. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ A1A2, B1B2 ¨ C1C2 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

8. �¢¥ ¥á®ªà â¨¬ë¥ ¤à®¡¨ p
q
¨ m

n
¯à¥¤áâ ¢¨«¨ ¢ ¤¥áïâ¨ç®© § ¯¨á¨. �à¥¤¨ à §àï¤®¢ ¯®á«¥ § ¯ïâ®© á ®¬¥à ¬¨ ®â

500 000 ¤® 1 000 000 ®ª § «®áì ¬¥¥¥ 5 000 à §àï¤®¢, ¢ ª®â®àëå æ¨äàë íâ¨å ¤à®¡¥© ¥ á®¢¯ ¤ îâ, ® å®âï ¡ë ®¤¨ â ª®©

à §àï¤ ¥áâì. �®ª ¦¨â¥, çâ® § ¬¥ â¥«ì ®¤®© ¨§ íâ¨å ¤à®¡¥© ¡®«ìè¥ 1050.

�¥à¨ï 1, á ¯®ª § â¥«ï¬¨

1. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë (p; q) ¯à®áâëå ç¨á¥« â ª¨¥, çâ® ç¨á«® 2p � 1 ¤¥«¨âáï   q, ¨ áà¥¤¨ ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥© ç¨á« 

q � 1 ¨¬¥îâáï â®«ìª® ç¨á«  2, 3, 5 ¨ 7.

2. � ©¤¨â¥ ¢á¥ æ¥«ë¥ ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á«  �, �, �, � 6= 0, â ª¨¥, çâ® (�� � 1)
... (�

� + 1).

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«®  ) 91! � 1919!� 1, ¡) 92! � 1918! + 1 ¤¥«¨âáï   2011.

4. � âãà «ìë© àï¤ ¯à¥¤áâ ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¥ª®â®à®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯®¯ à® ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï æ¥«®ç¨-

á«¥ëå ¡¥áª®¥çëå  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¯à®£à¥áá¨© á à §®áâï¬¨ d1, d2, d3, : : : . �®¦¥â «¨ á«ãç¨âìáï, çâ® ¯à¨ íâ®¬ áã¬¬ 

1=d1 + 1=d2 + 1=d3 + : : : ¥ ¯à¥¢ëè ¥â 0; 9, ¥á«¨  ) ®¡é¥¥ ç¨á«® ¯à®£à¥áá¨© ª®¥ç®; ¡) ¯à®£à¥áá¨© ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«®?

5. � ë 1989 à §«¨çëå  âãà «ìëå ç¨á¥«. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥ª®â®à ï ¡¥áª®¥ç ï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï ¯à®£à¥áá¨ï,

¯¥à¢ë© ç«¥ ª®â®à®© ¥ ¡®«ìè¥ ¥¥ à §®áâ¨, á®¤¥à¦¨â à®¢® 3 ¨«¨ 4 ¤ ëå ç¨á« .

6. � ©¤¨â¥ ¢á¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï x2 + y2 + z2 + x+ y + z = 1 ¢ à æ¨® «ìëå ç¨á« å x, y, z.

7. �  ä¥áâ¨¢ «ì ¢®¥®-¬®àáª®© ¯¥á¨ ¯à¨£« è¥ë å®àë ¨§ 100 áâà . � ¦¤ë© å®à ¤®«¦¥ ¨á¯®«¨âì âà¨ ¯¥á¨ ¨

áà §ã ã¥å âì ¤®¬®©. �§ ª®¬¨¢è¨áì á â¥ªáâ ¬¨ ¯¥á¥, ®à£ ¨§ â®àë ®¡ àã¦¨«¨, çâ® ª ¦¤ ï ¯¥áï ®áª®à¡¨â¥«ì  ¤«ï

®¤®© ¨§ ãç áâ¢ãîé¨å áâà . �®ª ¦¨â¥, çâ® ®¨ ¬®£ãâ  § ç¨âì ¯®àï¤®ª ¢ëáâã¯«¥¨© â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¨ª®¬ã

¥ ¯à¨è«®áì ¢ëá«ãè¨¢ âì ¡®«ìè¥ âà¥å ®áª®à¡¨â¥«ìëå ¤«ï ¥£® áâà ë ¯¥á¥.

8. �  ¢ë¯ãª«ë© 100-ã£®«ì¨ª A1A2 : : :A100. �£® à §¡¨«¨   âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¯® ¢ãâà¥¨¬

â®çª ¬ ¤¨ £® «ï¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ¬®¦® ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ § ã¬¥à®¢ âì ç¨á« ¬¨ 1, 2, : : : ,

98 â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ª ¦¤ë© âà¥ã£®«ì¨ª á ®¬¥à®¬ i á®¤¥à¦ « ¢¥àè¨ã Ai.

�¥à¨ï 2. �á¯®«¥¨¥ ¢á¥å ¢ è¨å ¦¥« ¨©.

1. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) ¥á«¨ ç¨á«® 2p�1 | ¯à®áâ®¥, â® ç¨á«® 2p�1(2p�1) | á®¢¥àè¥®¥; ¡) «î¡®¥ ç¥â®¥ á®¢¥àè¥®¥

ç¨á«® ¨¬¥¥â ¢¨¤ 2p�1(2p � 1) á ¯à®áâë¬ ¬®¦¨â¥«¥¬ 2p � 1.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ã ¢áïª®£®  âãà «ì®£® ç¨á«   ) ª®«¨ç¥áâ¢® ¤¥«¨â¥«¥© ¢¨¤  4k + 1 ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬ ª®«¨ç¥áâ¢®

¤¥«¨â¥«¥© ¢¨¤  4k + 3; ¡) ª®«¨ç¥áâ¢® ¤¥«¨â¥«¥©, ¤¥áïâ¨ç ï § ¯¨áì ª®â®àëå ®ª ç¨¢ ¥âáï   1 ¨«¨ 9, ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬

ª®«¨ç¥áâ¢® ¤¥«¨â¥«¥©, ¤¥áïâ¨ç ï § ¯¨áì ª®â®àëå ®ª ç¨¢ ¥âáï   3 ¨«¨ 7.

3. � ®  âãà «ì®¥ ç¨á«® N . �ë¯¨è¥¬ ¢á¥ ¥£® ¤¥«¨â¥«¨ d1; d2; : : : ; dn, ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ ¨å  ©¤¥¬, áª®«ìª®

¤¥«¨â¥«¥© ®® ¨¬¥¥â. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¯®«ãç¥ëå ç¨á¥« a1; a2; : : : ; an ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® (a1 + a2 + : : :+ an)
2 =

a31 + a32 + : : :+ a3n.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â 2011 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå  âãà «ìëå ç¨á¥«, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¤¥«¨âáï   ª¢ ¤à â

 âãà «ì®£® ç¨á« , ¡®«ìè¥£® 1.

5. a ¨ m {  âãà «ìë¥ ç¨á« , x { æ¥«®¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® a2x � a ¤¥«¨âáï   m. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£®

æ¥«®£® y ®¡  ç¨á«  a2y � a ¨ ay2 � y ¤¥«ïâáï   m.

6. �¥àè¨ë ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  á ¥ç¥âë¬ ç¨á«®¬ áâ®à® ®ªà á¨«¨ ¢ âà¨ æ¢¥â  â ª, çâ® «î¡ë¥ ¤¢¥ á®á¥¤¨¥

¢¥àè¨ë ®ªà è¥ë ¢ à §ë¥ æ¢¥â . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬®¦® à §à¥§ âì ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¤¨ £® «ï¬¨

  âà¥ã£®«ì¨ª¨ â ª, çâ®¡ë ã ª ¦¤®£® âà¥ã£®«ì¨ª  æ¢¥â  ¢á¥å ¢¥àè¨ ¡ë«¨ à §«¨çë.



7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ n > 2 ç¨á«® n! ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë n à §«¨çëå ¥£® ¤¥«¨â¥«¥©.

8. � âãà «ì®¥ n > 101 ¤¥«¨âáï   101. �§¢¥áâ®, çâ® ª ¦¤ë© ¤¥«¨â¥«ì n, ¬¥ìè¨© n ¨ ¡®«ìè¨© 1, ï¢«ï¥âáï

à §®áâìî ¤¢ãå ¤¥«¨â¥«¥© n. �®ª ¦¨â¥, çâ® n ¤¥«¨âáï   100.

�¥à¨ï 3:  à¨ä¬¥â¨ª , ¬®£®ç«¥ë

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á¥« �¥àá¥  2p � 1 (p { ¯à®áâ®¥) ¨¬¥îâ ¢¨¤ 2kp + 1 á ¥ª®â®àë¬

 âãà «ìë¬ k.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® 2n � 1 ¥ ªà â® n ¯à¨  âãà «ì®¬ n > 1.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢¥¨¥ 5x3 + 11y3 + 13z3 = 0 ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨© ¢ æ¥«ëå ç¨á« å, ®â«¨çëå ®â 0.

4. �¥«ë¥ ç¨á«  a, b, ¨ c â ª®¢ë, çâ® ç¨á«  a
b
+ b

c
+ c

a
¨ a

c
+ c

b
+ b

a
â®¦¥ æ¥«ë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® jaj = jbj = jcj.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ªã¡®¢ âà¥å ª®à¥© ãà ¢¥¨ï x3 + px+ q = 0 á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¥áâì æ¥«®¥ ç¨á«®,

¤¥«ïé¥¥áï   3.

6. �à® ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  a, b, c, x, y, z ¨§¢¥áâ®, çâ® a < b < c; a 6 x < y < z 6 c; abc = xyz; a+ b+ c = x+y+ z.

�®ª ¦¨â¥, çâ® a = x, b = y, c = z.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p > 2 1 + 1
2
+ 1

3
+ : : :+ 1

p�1
� 0 (mod p);

¡) (â¥®à¥¬  �®«ìáâ¥å®«ì¬ , 1862) ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p > 3 1 + 1
2
+ 1

3
+ : : :+ 1

p�1
� 0 (mod p2).

8. (�¨ââ¨, � £)  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ an = [n�] ¨ bn = [n�], n 2 N, ¥ ¯¥à¥á¥ª ïáì, ¯®ªàë¢ îâ
¢¥áì  âãà «ìë© àï¤, â® � ¨ � ¨àà æ¨® «ìë ¨ 1

�
+ 1

�
= 1.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ � ¨ � ¨àà æ¨® «ìë ¨ 1
�
+ 1

�
= 1, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ an = [n�] ¨ bn = [n�], n 2 N, ¥

¯¥à¥á¥ª ïáì, ¯®ªàë¢ îâ ¢¥áì  âãà «ìë© àï¤.

�¥à¨ï 4, ¯®á«¥¤ïï ç¨áâ®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï

1. �¥è¨â¥ áà ¢¥¨¥ x4 + x3 + x2 + x+ 1 � 0 (mod 1987).

2. �ãáâì p, q { ¯à®áâë¥ ç¨á« , q > 5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ qj2p + 3p, â® q > p.

3.  ) (�©«¥à) �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢¥¨¥ 4xy � x� y = z2 ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨© ¢  âãà «ìëå ç¨á« å x, y, z.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ®® ¨¬¥¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® à¥è¥¨© ¢ æ¥«ëå ®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á« å x, y, z.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  m;n 2 N ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥áâ¢ã 2m2 + m = 3n2 + n, â® ç¨á«  m � n, 2m + 2n+ 1,

3m+ 3n+ 1 ï¢«ïîâáï ª¢ ¤à â ¬¨ æ¥«ëå ç¨á¥«.

5. � ®  âãà «ì®¥ ç¨á«® n, a ¨ b { ¥£®  âãà «ìë¥ ¤¥«¨â¥«¨, ¯à¨ç¥¬ a < b. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ë¯®«ï¥âáï

á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥áâ¢®:
h

n
a+1

i
+
h

n
a+2

i
+ : : :+

�
n
b

�
=
h

n
n

b
+1

i
+
h

n
n

b
+2

i
+ : : :+

h
n
n

a

i
.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® [
p
n] + [ 3

p
n] + : : :+ [ n

p
n] = [log2 n] + [log3 n] +

: : :+ [logn n].

7. �¥è¨â¥ ¢ æ¥«ëå ¥®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ 5x � 7y + 4 = 3z.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® n áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® k â ª¨å, çâ® k �2n�7 { â®çë© ª¢ ¤à â.
9. �¥áª®¥ç ï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï ¯à®£à¥áá¨ï ¨§  âãà «ìëå ç¨á¥« á®¤¥à¦¨â â®çë© ª¢ ¤à â ¨ â®çë© ªã¡. �®-

ª ¦¨â¥, çâ® ®  á®¤¥à¦¨â â®çãî è¥áâãî áâ¥¯¥ì  ) ¥á«¨ ç«¥ë ¯à®£à¥áá¨¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë á à §®áâìî; ¡) ¢ ®¡é¥¬

á«ãç ¥.

�¥à¨ï 5: â¥ ¦¥ ¨ äãªæ¨® «ìë¥ ãà ¢¥¨ï

1. �¯à¥¤¥«¥¨¥. �ï¤ � à¥ï �n { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à á¯®«®¦¥ëå ¯® ¢®§à áâ ¨î ¥á®ªà â¨¬ëå ¤à®¡¥© a
b
á

0 6 a 6 b 6 n.

�¥¤¨ â  ¤à®¡¥© a
b
¨ c

d
{ ¤à®¡ì a+c

b+d
.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® àï¤ �n ¯®«ãç ¥âáï ¨§ àï¤  �n�1 ¢áâ ¢ª®© ¬¥¤¨ â ¬¥¦¤ã á®á¥¤¨¬¨ ¤à®¡ï¬¨ á áã¬¬®© § ¬¥ -

â¥«¥© n.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¤¢ãå ¤à®¡¥© a
b
¨ c

d
, áâ®ïé¨å àï¤®¬ ¢ ª ª®¬-¨¡ã¤ì àï¤ã � à¥ï, jad� bcj = 1.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£® n ç¨á«® 2n  ç¨ ¥âáï æ¨äà ¬¨ 2011.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¨àà æ¨® «ì®£® # ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì an = fn#g à ¢®¬¥à® à á¯à¥¤¥«¥  ¢ ¥¤¨-

¨ç®¬ ¨â¥à¢ «¥, â® ¥áâì, ¥á«¨ 0 6 � < � 6 1 ¨ FN (�; �) { ª®«¨ç¥áâ¢® ®¬¥à®¢ n 6 N â ª¨å, çâ® � 6 fn#g < �, â®
FN (�;�)

N
! � � � ¯à¨ N !1.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¥æ¥«®£® a > 1 (¯à¨ç¥¬ a 6= p
p
q;, £¤¥ p ¨ q {  âãà «ìë¥ ç¨á« ) ¨  âãà «ì®£® n ¢ë¯®«ï¥âáï

à ¢¥áâ¢® [loga 2] + [loga 3] + : : :+ [loga k] + [a] + [a2] + : : :+ [ak] = kn; £¤¥ k = [loga n] ([x] { æ¥« ï ç áâì ç¨á«  x).

5. �¬®¦¥¨¥ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ ¯à¨¢¥¤¥®© á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¯à®áâ®¬ã ¬®¤ã«î p   ¢ëç¥â a 6� 0 (modp) ¯à®¨§-

¢®¤¨â ¢ ¥© ¯¥à¥áâ ®¢ªã.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ a { ª¢ ¤à â¨çë© ¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p, â® ¯®«ãç¨¢è ïáï ¯®¤áâ ®¢ª  ç¥â .

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ a { ª¢ ¤à â¨çë© ¥¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p, â® ®  ¥ç¥â .

6. � à ªâ¥à modm { íâ® ¥ à ¢ ï â®¦¤¥áâ¢¥® ã«î äãªæ¨ï � : Z! C â ª ï, çâ® �(a + m) = �(a) ¯à¨ ¢á¥å

æ¥«ëå a, �(ab) = �(a)�(b) ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå a ¨ b ¨ �(a) = 0 ¯à¨ (a;m) 6= 1. �« ¢ë© å à ªâ¥à �0 § ¤  à ¢¥áâ¢®¬

�0(a) = 1 ¯à¨ (a;m) = 1.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® å à ªâ¥à®¢ modm ª®¥ç®¥ ç¨á«®. �å ¬®¦¥áâ¢® ¬ë ®¡®§ ç¨¬Z�m.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ®
P

amodm

�(a) = 0 ¤«ï «î¡®£® ¥£« ¢®£® å à ªâ¥à  �.

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ®
P

�2Z�
m

�(a) = 0 ¤«ï «î¡®£® a 6� 1 (mod m).



7. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ äãªæ¨ï f : R! R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ¤«ï ¢á¥å x 2 R ¥à ¢¥áâ¢ã f(x2) � (f(x))2 > 1=4 ¨ ¥

¯à¨¨¬ îé ï ¨ª ª®¥ § ç¥¨¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ®¤®© â®çª¥?

8. �ãªæ¨ï F § ¤     ¢á¥© ¢¥é¥áâ¢¥®© ®á¨, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡®£® x ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®: F (x+ 1)F (x)+F (x+

1) + 1 = 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® äãªæ¨ï F ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¯à¥àë¢®©.

9. � ® ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® G ¥ à ¢ëå ¯®áâ®ï®© äãªæ¨© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£®  à£ã¬¥â  x ¢¨¤  f(x) = ax+ b, £¤¥

a ¨ b { ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« , ¯à¨ç¥¬ G ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

1) ¥á«¨ f; g 2 G, â® g � f 2 G, £¤¥ (g � f)(x) = g(f(x)), â.¥. ¬®¦¥áâ¢® G § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® áã¯¥à¯®§¨æ¨¨;

2) ¥á«¨ f 2 G, £¤¥ f(x) = ax+ b, â® ®¡à â ï äãªæ¨ï f�1 2 G, £¤¥ f�1(x) = x�b
a
;

3) ¤«ï «î¡®© f 2 G áãé¥áâ¢ã¥â xf â ª®¥,çâ® f(xf ) = xf .

�®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ k â ª®¥, çâ® f(k) = k ¤«ï ¢á¥å f 2 G.

�¥à¨ï 6, á £«ã¯ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨

1. �ãáâì p ¨ q {  âãà «ìë¥ ç¨á«  â ª¨¥, çâ® p
q
= 1� 1

2
+ 1

3
� 1

4
+ : : :� 1

1318
+ 1

1319
. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® p ¤¥«¨âáï

  1979.

2. (�©§¥èâ¥©, 1850) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p > 2

 ) 2p�2
p

� 1� 1
2
+ 1

3
� : : :� 1

p�1
(mod p);

¡) 2p�1�1
p

� 1 + 1
3
+ 1

5
+ : : :+ 1

p�2
) (mod p).

3. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¥ç¥âë¥ ç¨á«  n â ª¨¥, çâ® n j 3n + 1.

4. (�.�.� àª®¢, 1879). � áá¬®âà¨¬ ãà ¢¥¨¥ ¢  âãà «ìëå ç¨á« å x2 + y2 + z2 = 3xyz.

 ) � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¥£® à¥è¥¨ï, ¢ ª®â®àëå áà¥¤¨ ç¨á¥« x, y, z ¥áâì à ¢ë¥.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¢ à¥è¥¨¨ íâ®£® ãà ¢¥¨ï ç¨á«  x, y, z à §«¨çë, â® «î¡®¥ ¨§ ¨å ¬®¦® § ¬¥¨âì ¤àã£¨¬

ç¨á«®¬, ¯®«ãç¨¢ ¤àã£®¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï.

5. � ¯à¥ªà á®© ª¨£¥ "�¡®à¨ª § ¤ ç ¬®áª®¢áª¨å ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ®«¨¬¯¨ ¤" (¯®¤ à¥¤. �. �. �¥¬  ) ¨¬¥¥âáï

á«¥¤ãîé ï § ¤ ç :

�® ¡¥áª®¥ç®© è å¬ â®© ¤®áª¥ á ¯®«ï¬¨ ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤à â®¢ á® áâ®à®®© 1 ¯àë£ ¥â ¡«®å , ¯¥à¥¬¥é ïáì §  ª ¦¤ë©

¯àë¦®ª   � ¢¯à ¢® ¨   � ¢¢¥àå. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ �, � ¨ �
�
¨àà æ¨® «ìë, â® ¡«®å  ®¡ï§ â¥«ì® ª®£¤ -¨¡ã¤ì

¯®¯ ¤¥â   ç¥à®¥ ¯®«¥.

� ª �ë ¤ã¬ ¥â¥, ¢¥à® «¨ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥?

6. �ãªæ¨¨ f(x) � x ¨ f(x2) � x6 ®¯à¥¤¥«¥ë ¯à¨ ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå x ¨ ¢®§à áâ îâ. �®ª ¦¨â¥, çâ® äãªæ¨ï

f(x3)�
p
3
2
� x6 â ª¦¥ ¢®§à áâ ¥â ¯à¨ ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå x.

7. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äãªæ¨¨ f(x), ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ¯à¨ ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå x, ¯à¨¨¬ îé¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï ¨

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¯à¨ «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå x ¨ y à ¢¥áâ¢ã f(xy) = f(x)f(y).

8. �ãªæ¨¨ f(x) ¨ g(x) ®¯à¥¤¥«¥ë   ¬®¦¥áâ¢¥ æ¥«ëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ¯® ¬®¤ã«î 1000. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§

m ç¨á«® ¯ à (x; y), ¤«ï ª®â®àëå f(x) = g(y), ç¥à¥§ n { ç¨á«® ¯ à, ¤«ï ª®â®àëå f(x) = f(y),   ç¥à¥§ k { ç¨á«® ¯ à, ¤«ï

ª®â®àëå g(x) = g(y). �®ª ¦¨â¥, çâ® 2m 6 n+ k.

9. �§¢¥áâ®, çâ® f(x), g(x) ¨ h(x) { ª¢ ¤à âë¥ âà¥åç«¥ë. �®¦¥â «¨ ãà ¢¥¨¥ f(g(h(x))) = 0 ¨¬¥âì ª®à¨ 1, 2, 3,

4, 5, 6, 7 ¨ 8?

�¥à¨ï 7, á á®¢á¥¬ £«ã¯ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨

1. (£«ã¯®¥ ã¯à ¦¥¨¥) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ p = 4n� 1 ¯à®áâ®¥ ¨ (2k� 1; p) = 1, â® (n+ k(k � 1))2n�1 � 1 (mod p).

2. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¥á«¨ ¤«ï  âãà «ìëå ç¨á¥« a ¨ b ç¨á«® (a2 + b2)=(ab� 1)  âãà «ì®¥, â® ®® à ¢® 5.

¡) ãà ¢¥¨¥ x2 � 5xy + y2 + 5 = 0 ¨¬¥¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® à¥è¥¨© ¢  âãà «ìëå ç¨á« å.

3. (� ãáá, Disquisitiones Arithmeticae, art.78, â ª¦¥ ¨§¢¥áâ® ¯®¤  §¢ ¨¥¬ "®¡®¡é¥®© â¥®à¥¬ë �¨«ìá® ") �®-

ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ ¯à¨¢¥¤¥®© á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m áà ¢¨¬® á �1 ¯® ¬®¤ã«î m, ¨

ãáâ ®¢¨â¥, ª ª®© § ª á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª ¦¤®¬ã m.

4. � ©¤¨â¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (an), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî ãá«®¢¨ï¬¨ a1 = 1, 1 +
P
djn
(�1)n=dad = 0.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  m;n 2N ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã
p
7�m=n > 0, â®

p
7�m=n > 1=mn.

6. �  ¯«®áª®áâ¨ «¥¦¨â ¯à ¢¨«ìë© ¢®áì¬¨ã£®«ì¨ª á® áâ®à®®© a. �£® à §à¥è ¥âáï "¯¥à¥ª âë¢ âì" ¯® ¯«®áª®áâ¨,

¯¥à¥¢®à ç¨¢ ï (á¨¬¬¥âà¨ç® ®âà ¦ ï) ®â®á¨â¥«ì® «î¡®© áâ®à®ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨ ¨

«î¡®£® " > 0 ¬®¦® ¯¥à¥ª â¨âì ¢®áì¬¨ã£®«ì¨ª ¢ â ª®¥ ¯®«®¦¥¨¥, çâ® æ¥âà ¥£® ¡ã¤¥â  å®¤¨âìáï ®â â®çª¨ M  

à ááâ®ï¨¨ ¬¥ìè¥ ".

7. �ãªæ¨ï f : N! N § ¤   ä®à¬ã«®© f(n) =

�
n+ 10; n < 100

f(f(n � 11)); n > 100:
� ©¤¨â¥ f(2011).

8. � ©¤¨â¥ ¢á¥ â ª¨¥ äãªæ¨¨  ) f : Q+ ! Q+, ¡) f : R+ ! R+, çâ® f(x) + f(y) + f(xy) = f(x + y) + f(x)f(y) ¤«ï

«î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå x ¨ y.

9. �   äãªæ¨ï f : N� N ! N, ¥ ¯à¨¨¬ îé ï ¨ ®¤® § ç¥¨¥ ¡®«¥¥ 2003 à §. �®ª ¦¨â¥, çâ® cãé¥áâ¢ãîâ

 âãà «ìë¥ m ¨ n, ¤«ï ª®â®àëå f(m;n) > mn.

�¥à¨ï 8, á æ¥«ë¬¨ ç áâï¬¨ ¨ ¯®â¥æ¨ «ì®© ¡¥áª®¥ç®áâìî

1.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à ¢¨«ìë© âà¥ã£®«ì¨ª ¥«ì§ï  à¨á®¢ âì   ª«¥âç â®© ¡ã¬ £¥ â ª, çâ®¡ë ¥£® ¢¥àè¨ë

¯®¯ «¨ â®ç® ¢ ã§«ë (¢¥àè¨ë ª«¥â®ª).



¡) �®ª ¦¨â¥, çâ®   ª«¥âç â®© ¡ã¬ £¥ á® áâ®à®®© ª«¥âª¨, à ¢®© 1, ¬®¦® ¯à¨ «î¡®¬ " > 0  à¨á®¢ âì ¯à ¢¨«ìë©

âà¥ã£®«ì¨ª, ¢¥àè¨ë ª®â®à®£®  å®¤¨«¨áì ¡ë   à ááâ®ï¨ïå ¬¥ìè¥ " ®â âà¥å à §«¨çëå ã§«®¢.

2. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥ ç¨á«® h, çâ® ¨ ¤«ï ª ª®£®  âãà «ì®£® n ç¨á«® [h � 1969n] ¥ ¤¥«¨âáï   [h � 1969n�1]?

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ «î¡®¬ ¡¥áª®¥ç®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥  âãà «ì®£® àï¤   ©¤ãâáï ¤¢  í«¥¬¥â , áã¬¬  ª®â®àëå

¨¬¥¥â ¯à®áâ®© ¤¥«¨â¥«ì, ¡®«ìè¨© ¬¨««¨® .

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª¨å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« �, � ¨ , çâ® ¬®¦¥áâ¢  A = f[�x];x 2 Ng, B =

f[�x];x 2 Ng ¨ � = f[x];x 2 Ng ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï, ¨ A [B [C = N.

5. �ãáâì a1 < a2 < : : : { ¡¥áª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì æ¥«ëå ç¨á¥«. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¥© áãé¥áâ¢ã¥â «¨¡®

¡¥áª®¥ç ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, «î¡ë¥ ¤¢  ç«¥  ª®â®à®© ¥ ªà âë ¤àã£ ¤àã£ã, «¨¡® ¡¥áª®¥ç ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì®áâì, ª ¦¤ë© ç«¥ ª®â®à®© ªà â¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã.

6. �¨ªà®ª «ìªã«ïâ®à \�H-89" ¢ë¯®«ï¥â â®«ìª® ¤¢¥ ®¯¥à æ¨¨: � 7! 2� � 1 ¨ X 7! 2�. � ¬¨ªà®ª «ìªã«ïâ®à

¢¢¥¤¥® ¥ª®â®à®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ®,  ¦¨¬ ï ª®¯ª¨, ¨§ ¥£® ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ç¨á«®, ï¢«ïîé¥¥áï

â®ç®© ¯ïâ®© áâ¥¯¥ìî.

7. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥«  1, a2, a3, : : :â ª®¢ , çâ® ¤«ï «î¡ëå m ¨ n ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

jam + an � am+nj 6 1
m+n

. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï ¯à®£à¥áá¨ï.

8. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì  âãà «ìëå ç¨á¥« a1 < a2 < : : : â ª ï, çâ® ª ¦¤®¥  âãà «ì-

®¥ ç¨á«® ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ à §®áâ¨ ¤¢ãå ¥¥ ç«¥®¢?

�¥à¨ï 9, ¢ ª®â®à®© ã¦  «¥¬¬  �®«« 

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨áâ® ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï  ¯à¥àë¢ ï ¤à®¡ì ¨¬¥¥â § ç¥¨¥¬ ¯à¨¢¥¤¥ãî ª¢ ¤à â¨çãî ¨àà æ¨®-

 «ì®áâì.

2. �¨á«  a ¨ p {  âãà «ìë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ap�1 � 1 (mod p) ¨ a
p�1

q 6� 1 (mod p) ¤«ï ª ¦¤®£® ¯à®áâ®£®

¤¥«¨â¥«ï q ç¨á«  p� 1, â® p { ¯à®áâ®¥.

3. � ª«¥âª å â ¡«¨æë n�n à ááâ ¢«¥ë ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á«  â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® áã¬¬  ç¨á¥« ¢ «î¡®© áâà®ª¥ ¨

«î¡®¬ áâ®«¡æ¥ à ¢  1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® à ááâ ¢¨âì n ¥ ¡ìîé¨å ¤àã£ ¤àã£  « ¤¥© ¢ ª«¥âª å á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨

ç¨á« ¬¨.

4. �ãáâì m {  âãà «ì®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ®
P

xmodp

x6�0modp

xm �
�
0 (mod p); ¥á«¨ m ¥ ¤¥«¨âáï   p� 1;

�1 (mod p); ¥á«¨ m ¤¥«¨âáï   p� 1:

5. �ãáâì A { ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥«. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå

ç¨á¥« B � A â ª®¥, çâ®
Q
x2B

x =
P
x2B

x2.

6. �ãáâì X { ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥« ¨ A { ¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢®. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥

¬®¦¥áâ¢® B � X, çâ® A á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ í«¥¬¥â®¢ X, ª®â®àë¥ ¤¥«ïâ ¥ç¥â®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ B.

7. �ãáâì A { ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® æ¥«ëå ç¨á¥« â ª®¥, çâ® ª ¦¤®¥ a 2 A ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬

1987 ¯à®áâëå ç¨á¥«. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® B � A ¨ ç¨á«® p â ª®¥, çâ®  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨©

¤¥«¨â¥«ì «î¡ëå ¤¢ãå ç¨á¥« ¨§ B à ¢¥ p.

8. (�.�ãà).  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡®© à áªà áª¥  âãà «ì®£® àï¤  ¢ ¤¢  æ¢¥â  áãé¥áâ¢ãîâ âà¨ à §«¨çëå

ç¨á«  ®¤®£® æ¢¥â , ®¤® ¨§ ª®â®àëå à ¢® áã¬¬¥ ¤¢ãå ¤àã£¨å.

¡) �¥¦¤ã à®¤®¥ á®®¡é¥áâ¢® á®áâ®¨â ¨§ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© è¥áâ¨ à §«¨çëå áâà . �¯¨á®ª ç«¥®¢ ®¡é¥áâ¢  á®áâ®¨â

¨§ 1978 ä ¬¨«¨©, § ã¬¥à®¢ ëå ç¨á« ¬¨ 1, 2, : : : , 1978.

�®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤¨ ç«¥ ®¡é¥áâ¢ , ®¬¥à ª®â®à®£® à ¢ï¥âáï áã¬¬¥ ®¬¥à®¢ ¤¢ãå ç«¥®¢ ¨§

¥£® áââà ë ¨«¨ ã¤¢®¥®¬ã ®¬¥àã ¥ª®â®à®£® ç«¥  ¨§ ¥£® áâà ë.

9. �ãªæ¨ï f ®¯à¥¤¥«¥    ¬®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ¥®âà¨æ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« ¨ ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï ¢ íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥.

�®ª ¦¨â¥, çâ® à ¢¥áâ¢® f(f(n)) = n+ 1987 ¥ ¬®¦¥â ¢ë¯®«ïâìáï ¤«ï ¢á¥å n 2 N0.

� â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¡®© áâ àè¥© £àã¯¯ë, 19  ¢£ãáâ  2011 £.

1. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äãªæ¨¨ f(x) : R! R â ª¨¥, çâ® f(x+ 2y) + f(y + 2x) = f(xy) ¤«ï «î¡ëå x; y 2 R.
2. �¢®¥ ¨£à îâ ¢ á«¥¤ãîéãî ¨£àã. �¥à¢ë© § ¯¨áë¢ ¥â   ¤®áªã ®â«¨çãî ®â ã«ï æ¨äàã. �â®à®© ¯¨è¥â á¯à ¢ 

®â ¥¥ ¥é¥ ®¤ã æ¨äàã. � ¦¤ë¬ á«¥¤ãîé¨¬ å®¤®¬ ¨£à®ª ¬®¦¥â «¨¡® ¤®¯¨áë¢ îâ á¯à ¢  ¥é¥ ®¤ã æ¨äàã, «¨¡®

¯¥à¥áâ ¢¨âì ¯à®¨§¢®«ìë©  ¡®à æ¨äà â ª, çâ®¡ë ¯®á«¥ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ç¨á«® ã¢¥«¨ç¨«®áì. �ë¨£àë¢ ¥â â®â, ªâ® ¯¥à¢ë¬

¯®«ãç¨â ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥

17761776 : : :1776 (áâ® à § ¯® 1776). �â® ¢ë¨£àë¢ ¥â ¯à¨ ¯à ¢¨«ì®© ¨£à¥?

3. �ã¡ á à¥¡à®¬ 10 à §¡¨â   1000 ¥¤¨¨çëå ªã¡¨ª®¢. 500 ¨§ ¨å { ¡¥«ë¥,   ®áâ «ìë¥ ç¥àë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ®

áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ 100 ¥¤¨¨çëå ª¢ ¤à â®¢, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï ®¡é¥© £à ìî ¡¥«®£® ªã¡¨ª  ¨

ç¥à®£® ªã¡¨ª .

4. �ãáâì p ¨ n {  âãà «ìë¥ ç¨á«  â ª¨¥, çâ® p { ¯à®áâ®¥ ¨ 1+ np { â®çë© ª¢ ¤à â. �®ª ¦¨â¥, çâ® n+ 1 { áã¬¬ 

p â®çëå ª¢ ¤à â®¢.

5. � äãâ¡®«ì®¬ âãà¨à¥ ¯à¨¨¬ îâ ãç áâ¨¥ n ª®¬ ¤ (n > 5). � ¦¤ ï ª®¬ ¤  ¨£à ¥â á ª ¦¤®© ¨§ ®áâ «ìëå

à®¢® ®¤¨ ¬ âç. �®¬ ¤  ¯®«ãç ¥â âà¨ ®çª  §  ¢ë¨£àëè, 1 ®çª® §  ¨çìî ¨ 0 §  ¯®à ¦¥¨¥. �®á«¥ âãà¨à  ¥ª®â®àë¥

ª®¬ ¤ë ¬®£ãâ ¡ëâì ¤¨áª¢ «¨ä¨æ¨à®¢ ë,   à¥§ã«ìâ âë ¢á¥å ¨å ¨£à { ®â¬¥¥ë. �®á«¥ íâ®£® à¥§ã«ìâ âë ®áâ ¢è¨åáï

ª®¬ ¤ ¯¥à¥áç¨âë¢ îâáï ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¢ë© ¯®¡¥¤¨â¥«ì { ª®¬ ¤ ,  ¡à ¢è ï ¡®«ìè¥ ®çª®¢, ç¥¬ «î¡ ï ¤àã£ ï ¨§

®áâ ¢è¨åáï ª®¬ ¤. (�á«¨ ¥ ¤¨áª¢ «¨ä¨æ¨à®¢   à®¢® ®¤  ª®¬ ¤ , â® ¯®¡¥¤¨â¥«¥¬ áâ ®¢¨âáï ® .)

�ãáâì fi(T ) (i = 1; : : : ; n) {  ¨¬¥ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ª®¬ ¤, ª®â®àë¥ ã¦® ¤¨áª¢ «¨ä¨æ¨à®¢ âì ¢ âãà¨à¥ T ¤«ï

â®£®, çâ®¡ë ¯®¡¥¤¨â¥«¥¬ ®ª § « áì i-ï ª®¬ ¤ . �®«®¦¨¬ f(T ) = f1(T ) + : : :+ fn(T ).



� ©¤¨â¥  ¨¡®«ìè¥¥ ¨  ¨¬¥ìè¥¥ ¢®§¬®¦ë¥ § ç¥¨ï f(T ).

6. �  ®âà¥§ª¥ [1;
p
2] ¢ë¡à ë â®çª¨ x1; x2; : : : ; xn (n > 2). �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

p
x21 � 1

x2
+

p
x22 � 1

x3
+ : : :+

p
x2n � 1

x1
6

p
2

2
n:

7. � áá¬®âà¨¬ ®àâ®£® «ìë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥àè¨ A, B ¨ C âà¥ã£®«ì¨ª  ABC   ¡¨áá¥ªâà¨áë ¢¥è¨å ã£«®¢ ¯à¨

¢¥àè¨ å C, A ¨ B á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ d { ¤¨ ¬¥âà ®¯¨á ®© ®ªàã¦®áâ¨ âà¥ã£®«ì¨ª , ®¡à §®¢ ®£®

®á®¢ ¨ï¬¨ íâ¨å ¯à®¥ªæ¨©,   r ¨ p { à ¤¨ãá ¢¯¨á ®© ®ªàã¦®áâ¨ ¨ ¯®«ã¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì¨ª  ABC á®®â¢¥âáâ¢¥®,

â® r2 + p2 = d2.

8. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ë ¯ïâì â®ç¥ª â ª¨¥, çâ® ª ¦¤ë© ¨§ 10 âà¥ã£®«ì¨ª®¢ á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å ¨¬¥¥â ¯«®é ¤ì

¡®«ìè¥ 2. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¨å ¥áâì âà¥ã£®«ì¨ª ¯«®é ¤¨, ¡®«ìè¥© 3.

9. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® n áãé¥áâ¢ã¥â ¬®£®ç«¥ P áâ¥¯¥¨ ¥ ¢ëè¥ n á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥-

â ¬¨, â ª®©, çâ® P (x) ¤¥«¨âáï   2n ¤«ï ª ¦¤®£® æ¥«®£® ç¥â®£® x, ¨ ¨¬¥¥â ®áâ â®ª 1 ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   2n ¤«ï ª ¦¤®£®

æ¥«®£® ¥ç¥â®£® x.

10. �«ï ç¥âëà¥å â®ç¥ª A, B, C ¨ D ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ : \ABC = \ADC, \BAD = \BCD.

�®ª ¦¨â¥, çâ® AB = CD ¨ BC = AD.

�¥à¨ï 10: ¥¬®£® ¯à®¨§¢®¤ïé¨å äãªæ¨© ¨ ¯à®ç¥¥, ¯® ¬¥«®ç¨

�¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ á«¥¤ãîé¨¥ ä®à¬ «ìë¥ áâ¥¯¥ë¥ àï¤ë («¥¢ë¥ ç áâ¨ à ¢¥áâ¢ ã¦® ¯®¨¬ âì ª ª

ä®à¬ «ìë¥ ®¡®§ ç¥¨ï): (1 + x)� = 1 + �
1!
x +

�(��1)

2!
x2 +

�(��1)(��2)

3!
x3 + : : :; ex = 1 + 1

1!
x + 1

2!
x2 + 1

3!
x3 + : : :;

ln(1 + x) = x� 1
2
x2 + 1

3
x3 � 1

4
x4 + : : :; sinx = x� 1

3!
x3 + 1

5!
x5 � : : :; cosx = 1� 1

2!
x2 + 1

4!
x4 � : : :.

1. �®ª ¦¨â¥ á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï ¤«ï ä®à¬ «ìëå áâ¥¯¥ëå àï¤®¢:  ) (1 + x)�(1 + x)� = (1 + x)�+� ; ¡)

exe�x = 1; ¢) sin2 x+ cos2 x = 1; £) exp(ln(1 + x)) = 1 + x.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) «î¡®© ä®à¬ «ìë© áâ¥¯¥®© àï¤ ¢¨¤  1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + : : : ®¡à â¨¬;

¡) ¥á«¨ ¥£® ª®íää¨æ¨¥âë { æ¥«ë¥, â® ®¡à âë© ª ¥¬ã â ª¦¥ ¨¬¥¥â æ¥«ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë.

3. (�©«¥à) � áá¬®âà¨¬ à §¡¨¥¨ï  âãà «ì®£® n    âãà «ìë¥ á« £ ¥¬ë¥ (à §¡¨¥¨ï, ®â«¨ç îé¨¥áï ¯®àï¤ª®¬,

¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ®¤¨ ª®¢ë¬¨; â ª, ã ç¨á«  4 ¥áâì 5 à §¡¨¥¨©: 4 = 3+1 = 2+2 = 2+1+1 = 1+1+1+1). �®ª ¦¨â¥, çâ®

ç¨á«® á¯®á®¡®¢ à §¡¨¥¨ï N   ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ m á« £ ¥¬ëå à ¢® ç¨á«ã á¯®á®¡®¢ à §¡¨¥¨ï N +
m(m+1)

2
  m ¥à ¢ëå

ç áâ¥©.

4. �ãáâì a ¨ b { æ¥«ë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  â ª¨¥, çâ® a2+ b2 ¤¥«¨âáï   ab+ 1 ¡¥§ ®áâ âª . �®ª ¦¨â¥, çâ® a2+b2

ab+1

{ ª¢ ¤à â æ¥«®£® ç¨á« .

5.  ) �«®áª¨© ¥¦ { íâ® ä¨£ãà , á®áâ ¢«¥ ï ¨§ ª¢ ¤à â  ¨ è¥áâ¨ ¯à¨ª«¥¥ëå ª ¥¬ã (¯® áâ®à® ¬) ª¢ ¤à â®¢

â®£® ¦¥ à §¬¥à .

� §¡¥©â¥ ¯«®áª®áâì   ¯«®áª¨¥ ¥¦¨.

¡) �à®áâà áâ¢¥ë© ¥¦ { íâ® ä¨£ãà , á®áâ ¢«¥ ï ¨§ ªã¡  ¨ è¥áâ¨ ¯à¨ª«¥¥ëå ª ¥¬ã (¢ â®ç®áâ¨ ¯® £à ï¬)

ªã¡®¢ â®£® ¦¥ à §¬¥à . � §¡¥©â¥ ¯à®áâà áâ¢®   ¯à®áâà áâ¢¥ë¥ ¥¦¨.

6. (�¥¡¥£) �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢¥¨¥ x2 � y3 = 7 ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨© ¢  âãà «ìëå ç¨á« å x ¨ y.

7. �  ®¤®ªàã£®¢®© è å¬ âë© âãà¨à ¯à¨¥å «® n è å¬ â¨áâ®¢ ¨§ áâà ë A ¨ n è å¬ â¨áâ®¢ ¨§ áâà ë B.

�ª § «®áì, çâ® ª ª ¡ë ¨ à §¡¨âì è å¬ â¨áâ®¢   ¯ àë (çâ®¡ë ¤àã£ á ¤àã£®¬ ¨£à «¨ è å¬ â¨áâë à §ëå áâà ),

 ©¤¥âáï å®âï ¡ë ®¤  ¯ à  è å¬ â¨áâ®¢, ª®â®àë¥ ã¦¥ ¢áâà¥ç «¨áì à ¥¥ ¤àã£ á ¤àã£®¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ¢ë¡à âì

a è å¬ â¨áâ®¢ ¨§ áâà ë A ¨ b è å¬ â¨áâ®¢ ¨§ áâà ë B â ª, çâ® ª ¦¤ë© ¨§ ¢ë¡à ëå a è å¬ â¨áâ®¢ ¢áâà¥ç «áï á

ª ¦¤ë¬ ¨§ ¢ë¡à ëå b è å¬ â¨áâ®¢,   a+ b > n.

8. (�¥®à¥¬  �.�¥¨£ ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯àï¬®ã£®«ì ï ¬ âà¨æ  á®áâ ¢«¥  ¨§ ã«¥© ¨ ¥¤¨¨æ, â® ¬¨¨¬ «ì®¥

ç¨á«® «¨¨© (áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢), ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ¢á¥ ¥¤¨¨æë, à ¢® ¬ ªá¨¬ «ì®¬ã ç¨á«ã ¥¤¨¨æ, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ

¡ëâì ¢ë¡à ë â ª, çâ®¡ë ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¨§ ¨å ¥ «¥¦ «¨   ®¤®© ¨ â®© ¦¥ «¨¨¨.

9. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äãªæ¨¨ f â ª¨¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« x, y ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® f(x+ y) = f(x) cos y + f(y) cos x.

�¥à¨ï 11. �«£®à¨â¬ �®à¤ -� «ª¥àá®  ¨ ¢áñ â ª®¥ ¯à®ç¥¥.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¥âì { ®à¨¥â¨à®¢ ë© £à ä á ¤¢ã¬ï ®â¬¥ç¥ë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨: ¢å®¤®¬ (¢ ª®â®àë© ¥ ¢¥¤¥â ¨

®¤® à¥¡à®) ¨ ¢ëå®¤®¬ (¨§ ª®â®à®£® ¨ ®¤® à¥¡à® ¥ ¢ëå®¤¨â).

�®â®ª   á¥â¨ { íâ® äãªæ¨ï   à¥¡à å £à ä , ¯à¨¨¬ îé ï (¢ ¯à®áâ¥©è¥¬ á«ãç ¥) § ç¥¨ï 0 ¨ 1 ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï-

îé ï á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î: ¤«ï ª ¦¤®© ¯à®¬¥¦ãâ®ç®© (â.¥. ®â«¨ç®© ®â ¢å®¤  ¨ ¢ëå®¤ ) ¢¥àè¨ë áã¬¬  § ç¥¨©

¯®â®ª  ¯® ¢á¥¬ à¥¡à ¬, ¢å®¤ïé¨¬ ¢ íâã ¢¥àè¨ã, à ¢  áã¬¬¥ § ç¥¨© ¯® ¢á¥¬ ¢ëå®¤ïé¨¬ ¨§ ¥¥ à¥¡à ¬.

�®â®ª á® § ç¥¨ï¬¨ 0 ¨ 1 ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á¥¡¥ ¯à®áâ® ª ª ¬®¦¥áâ¢® à¥¡¥à, ®â¬¥ç¥ëå ¥¤¨¨æ¥© (¨å ¬ë

¡ã¤¥¬  §ë¢ âì  áëé¥ë¬¨ ¤ã£ ¬¨,   ®áâ «ìë¥ à¥¡à  { á¢®¡®¤ë¬¨).

�¥«¨ç¨  ¯®â®ª  { íâ® áã¬¬  § ç¥¨© ¯®â®ª  ¯® ¢á¥¬ à¥¡à ¬, ¢ëå®¤ïé¨¬ ¨§ ¢å®¤ .

1.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢¥«¨ç¨  ¯®â®ª  à ¢  áã¬¬¥ § ç¥¨© ¯®â®ª  ¯® ¢á¥¬ à¥¡à ¬, ¢å®¤ïé¨¬ ¢ ¢ëå®¤.

�ãáâì â¥¯¥àì ç¥à¥§ á¥âì ¯à®¯ãé¥ ¥ª®â®àë© ¯®â®ª. �à¨¬¥¨¬ ª ¥¬ã á«¥¤ãîé¨©  «£®à¨â¬ �®à¤ -� «ª¥àá® :

�®¬¥â¨¬ ¯«îá®¬ ¢á¥ ¢¥àè¨ë, ¢ ª®â®àë¥ ¬®¦® ¯®¯ áâì ¨§ ¢å®¤  ¯® á¢®¡®¤ë¬ à¥¡à ¬. � â¥¬ ®â ª ¦¤®© ã¦¥

¯®¬¥ç¥®© (¯«îá®¬ ¨«¨ ¬¨ãá®¬) ¢¥àè¨ë ¡ã¤¥¬ ¯®¬¥ç âì ¯«îá®¬ â¥ ¢¥àè¨ë, ¢ ª®â®àë¥ ¨§ ¥¥ ¬®¦® ¯®¯ áâì

¯® á¢®¡®¤ë¬ à¥¡à ¬, ¨ ¬¨ãá®¬ { ¢á¥ â¥ ¢¥àè¨ë, ªã¤  ¨§ ¥¥ ¬®¦® ¢¥àãâìáï (¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬



áâà¥«ª¥) ¯®  áëé¥ë¬ ¤ã£ ¬. �à¨ íâ®¬, ¢®§¬®¦®, ¥ª®â®àë¥ ¢¥àè¨ë ¡ã¤ãâ ¯®¬¥ç¥ë ¨ ¯«îá®¬, ¨ ¬¨ãá®¬.

�®¬¥â¨¬ íâ¨¬ á¯®á®¡®¬ ¢á¥ ¢®§¬®¦ë¥ ¢¥àè¨ë.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¢ëå®¤ ®ª § «áï ¯®¬¥ç¥ë¬, â® ¯®â®ª ¬®¦® ã¢¥«¨ç¨âì (â.¥. ¯à®¯ãáâ¨âì ç¥à¥§ á¥âì ¯®â®ª

¡®«ìè¥© ¢¥«¨ç¨ë).

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¢ëå®¤ ®ª § «áï ¥¯®¬¥ç¥ë¬, â® ¯®â®ª ¬ ªá¨¬ «¥.

2. �¢ ¤à â ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨ à §¡¨â   100 à ¢®¢¥«¨ª¨å ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¥¬ ¬®¦® ®â¬¥â¨âì

100 â®ç¥ª â ª, çâ® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ ®¡®¨å à §¡¨¥¨© ¡ã¤¥â «¥¦ âì à®¢® ®¤  â®çª .

3. � §¡¨¥¨¥ n = a1 + a2 + : : : + as, a1 > a2 > : : : > as,  §®¢¥¬ á¨¬¬¥âà¨çë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® k 6 s ç¨á«®

¢å®¤ïé¨å ¢ ¥£® á« £ ¥¬ëå, ¥ ¬¥ìè¨å k, à ¢® ak. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® á¨¬¬¥âà¨çëå à §¡¨¥¨© ç¨á«  n à ¢®

ç¨á«ã ¥£® à §¡¨¥¨©   à §«¨çë¥ ¥ç¥âë¥ á« £ ¥¬ë¥.

4.  ) �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì æ¥«ëå ç¨á¥« (an) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î an+2 = kan+1+ lan, n > 0, £¤¥ k, l { æ¥«ë¥ ç¨á« .

�§¢¥áâ®, çâ® ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¡¥áª®¥ç®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥«, ¤¥«ïé¨åáï   d. �®ª ¦¨â¥, çâ®,  ç¨ ï á

¥ª®â®à®£® n, íâ¨ ç¨á«  ¢áâà¥ç îâáï ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ç¥à¥§ à ¢ë¥ ¯à®¬¥¦ãâª¨.

¡) � ë ¬®£®ç«¥ë á ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ R(x), S(x), T (x). �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®£®ç«¥®¢ á

¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ Pi(x), i 2 N, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨ï¬ Pi+2(x) = R(x)Pi+1(x) + S(x)Pi(x) ¯à¨

i > 1. �§¢¥áâ®, çâ® ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¡¥áª®¥ç®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¬®£®ç«¥®¢, ¤¥«ïé¨åáï   T (x). �®ª ¦¨â¥,

çâ®,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® n, íâ¨ ¬®£®ç«¥ë ¢áâà¥ç îâáï ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ç¥à¥§ à ¢ë¥ ¯à®¬¥¦ãâª¨.

5. �«ï  âãà «ìëå n ¨ k, n > k, ®¡®§ ç¨¬ P
(k)
n ª®«¨ç¥áâ¢® à §¡¨¥¨© ç¨á«  n   k  âãà «ìëå á« £ ¥¬ëå.

� §¡¨¥¨ï, ª®â®àë¥ ®â«¨ç îâáï â®«ìª® ¯®àï¤ª®¬ á« £ ¥¬ëå, áç¨â ¥¬ ®¤¨ ª®¢ë¬¨. � ¯à¨¬¥à, P
(2)
4 = 2, ¯®áª®«ìªã

4 = 1 + 3 ¨ 4 = 2 + 2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï n > 2k P
(k)
n = P

(k�1)
n�1 + P

(k)

n�k.

6. �®¤ à §¡¨¥¨¥¬ � æ¥«®£® n > 1 ¬ë ¯®¨¬ ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ n ª ª áã¬¬ë ®¤®£® ¨«¨ ¥áª®«ìª¨å  âãà «ìëå

ç¨á¥«, ¢ ª®â®à®© á« £ ¥¬ë¥ ¨¤ãâ ¢ ¥ã¡ë¢ îé¥¬ ¯®àï¤ª¥. (� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ n = 4, â® à §¡¨¥¨ï áãâì 1 + 1 + 1 + 1,

1 + 1 + 2, 1 + 3, 2 + 2 ¨ 4.) �«ï ª ¦¤®£® à §¡¨¥¨ï � ®¯à¥¤¥«¨¬ A(�) ª ª ª®«¨ç¥áâ¢® ¥¤¨¨æ, ¯à¨áãâáâ¢ãîé¨å ¢ �, ¨

B(�) ª ª ª®«¨ç¥áâ¢® à §«¨çëå ç¨á¥«, ¯à¨áãâáâ¢ãîé¨å ¢ �. (� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ n = 13 ¨ � { à §¡¨¥¨¥ 1+1+2+2+2+5,

â® A(�) = 2 ¨ B(�) = 3). �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¤ ®£® n áã¬¬  A(�) ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥¨ï¬ � ç¨á«  n à ¢  áã¬¬¥

B(�) ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥¨ï¬ � ç¨á«  n.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨  âãà «ì®¬ n ¨ ¯à®áâ®¬ p Cp
n �

h
n
p

i
(mod p). �®ª ¦¨â¥ â ª¦¥, çâ® ¥á«¨ [n=p] ¨¬¥¥â

¤¥«¨â¥«ì ps, â® Cp
n ¤¥«¨âáï   ps.

8. �¥áª®«ìª® â®ç¥ª   ¯«®áª®áâ¨ à á¯®«®¦¥ë â ª, çâ® à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ¨§ ¨å ¡®«ìè¥ 2. �®ª -

§ âì, çâ® «î¡®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯«®é ¤¨ ¬¥ìè¥ � ¬®¦® ¯ à ««¥«ì® ¯¥à¥¥áâ¨   ¢¥ªâ®à ¤«¨ë ¬¥ìè¥ 1 â ª, çâ®¡ë ®®

¥ á®¤¥à¦ «® ¨ ®¤®© ¨§ â®ç¥ª.

9. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì æ¥«ëå ç¨á¥« fang, n > 1, ®¯à¥¤¥«¥  ãá«®¢¨¥¬
P
djn

ad = 2n. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®

 âãà «ì®£® n ç¨á«® an ¤¥«¨âáï   n.

�¥à¨ï 12: ¢á¥£® ¯®¥¬®¦ªã

1. � ª¨å ç¨á¥« ¡®«ìè¥ áà¥¤¨  âãà «ìëå ç¨á¥« ®â 1 ¤® 1000000: ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ 2x2�3y2 ¨«¨ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå

¢ ¢¨¤¥ 10xy � x2 � y2 á æ¥«ë¬¨ x ¨ y?

2. �ãáâì ¤   âà á¯®àâ ï á¥âì. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯à®¬¥¦ãâ®çëå ¢¥àè¨ A (â.¥. ¥ á®¤¥à-

¦ é¨¥ ¨ ¢å®¤ , ¨ ¢ëå®¤ ).

�à®¯ãáª ï á¯®á®¡®áâì c(A) ¬®¦¥áâ¢  A { ç¨á«® à¥¡¥à, ¢å®¤ïé¨å ¢ A (â.¥. á ª®æ®¬ ¢ A ¨  ç «®¬ ¢¥ A).

�®« ï ¯®âà¥¡®áâì d(A) ¬®¦¥áâ¢  A { ç¨á«® à¥¡¥à, ¢¥¤ãé¨å ¨§ A ¯àï¬® ¢ ¢ëå®¤.

�®ª ¦¨â¥ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã �í©«  ®  áëé¥¨¨:

�«ï â®£® çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ « ¯®â®ª,  áëé îé¨© ¢á¥ ¢ëå®¤ë¥ ¤ã£¨ (â.¥. â ª®©, § ç¥¨ï ª®â®à®£®   ¢á¥å à¥¡à å,

¢¥¤ãé¨å ¢ ¢ëå®¤, à ¢ë 1), ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¤«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯à®¬¥¦ãâ®çëå ¢¥àè¨ A ¥£®

¯®« ï ¯®âà¥¡®áâì ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨«  ¯à®¯ãáª®© á¯®á®¡®áâ¨: d(A) 6 c(A).

3. � §à¥§ á¥â¨ { íâ® «î¡®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¥¥ ¢¥àè¨, á®¤¥à¦ é¥¥ ¢ëå®¤, ® ¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ¢å®¤. �à®¯ãáª ï á¯®á®¡-

®áâì à §à¥§  B { ç¨á«® c(B) ¤ã£, ¢å®¤ïé¨å ¢ B.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢¥«¨ç¨  «î¡®£® ¯®â®ª  ' ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¯à®¯ãáª®© á¯®á®¡®áâ¨ «î¡®£® à §à¥§  B: j'j 6 c(B).

�¨¨¬ «ìë© à §à¥§ { íâ® à §à¥§ á  ¨¬¥ìè¥© ¯à®¯ãáª®© á¯®á®¡®áâìî áà¥¤¨ ¢á¥å à §à¥§®¢.

� ªá¨¬ «ìë© ¯®â®ª { íâ® ¯®â®ª ¬ ªá¨¬ «ì®© ¢¥«¨ç¨ë.

¡) (�¥®à¥¬  �®à¤ -� «ª¥àá® ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®¯ãáª ï á¯®á®¡®áâì ¬¨¨¬ «ì®£® à §à¥§  à ¢  ¢¥«¨ç¨¥ ¬ ª-

á¨¬ «ì®£® ¯®â®ª .

4.  ) � áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î f(x; y) = x2 + xy + y2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ (x; y)  ©¤ãâáï â ª¨¥ æ¥«ë¥

ç¨á«  (m;n), çâ® f(x �m; y � n) = (x�m)2 + (x�m)(y � n) + (y � n)2 6 1=2.

¡) �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ f(x; y)  ¨¬¥ìè¥¥ ¨§ ç¨á¥« f(x � m; y � n) ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå m ¨ n. �â¢¥à¦¤¥¨¥ § ¤ ç¨  )

á®áâ®ï«® ¢ â®¬, çâ® ¤«ï ¢á¥å æ¥«ëå x ¨ y ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® f (x; y) 6 1=2.

�®ª ¦¨â¥, çâ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¢¥à® ¡®«¥¥ á¨«ì®¥ ¥à ¢¥áâ¢® f (x; y) 6 1=3. � ©¤¨â¥ ¢á¥ â®çª¨, ¤«ï ª®â®àëå

¤®áâ¨£ ¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® f (x; y) = 1=3.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª ¦¤®¥ æ¥«®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ç¨á«® ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë à §«¨çëå æ¥«ëå ¯®«®¦¨-

â¥«ìëå á« £ ¥¬ëå áâ®«ìª¨¬¨ ¦¥ á¯®á®¡ ¬¨, áª®«ìª¨¬¨ ¥£® ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¥ç¥âëå (¡ëâì ¬®¦¥â,

¨ á®¢¯ ¤ îé¨å) á« £ ¥¬ëå.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ®



 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ Cn
2n ¤¥«¨âáï   pk (n > 2 {  âãà «ì®¥ ç¨á«®, p { ¯à®áâ®¥), â® pk 6 2n;

¡) n�(2n)��(n) 6 Cn
2n < (2n)�(2n);

¢) 4n

2
p
n
< Cn

2n < 4n ¯à¨ «î¡®¬  âãà «ì®¬ n > 2;

£) (�.�.�¥¡ëè¥¢, 1850) �(x) > a x
ln x

¯à¨ ¢á¥å  âãà «ìëå x ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® a,  ¯à¨¬¥à, a = 1
5
;

7. �®ª ¦¨â¥, çâ®   ª«¥âç â®© ¡ã¬ £¥ á® áâ®à®®© ª«¥âª¨, à ¢®© 1, ¬®¦® ¯à¨ «î¡®¬ " > 0  à¨á®¢ âì ¯à ¢¨«ìë©

17-ã£®«ì¨ª, ¢¥àè¨ë ª®â®à®£®  å®¤¨«¨áì ¡ë   à ááâ®ï¨ïå ¬¥ìè¥ " ®â âà¥å à §«¨çëå ã§«®¢.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® æ¥«ë¥ ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á«  x, y ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢¥¨î x2 �mxy + y2 = 1 (£¤¥ m { ¤ ®¥

æ¥«®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ ¥¤¨¨æë) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x ¨ y { á®á¥¤¨¥ ç«¥ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ '0 = 0; '1 =

1; '2 = m;'3 = m2 � 1; '4 = m3 � 2m;'5 = m4 � 3m2 + 1; : : : ; ¢ ª®â®à®© 'k+1 = m'k � 'k�1 ¤«ï ¢á¥å k > 1.

� ª«îç¨â¥«ì ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 25  ¢£ãáâ  2011 £.

1. � ª«¥âª å â ¡«¨æë 11� 11 à ááâ ¢«¥ë ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  ®â 1 ¤® 121. �¨¬  ¯®áç¨â « ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ç¨á¥«

¢ ª ¦¤®© áâà®ª¥,   � è  { ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ç¨á¥« ¢ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥. �®£«¨ «¨ ®¨ ¯®«ãç¨âì ®¤¨ ª®¢ë¥  ¡®àë ¨§ 11

ç¨á¥«?

2. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äãªæ¨¨ f(x), § ¤ ë¥ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¥   ¢á¥© ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®©, ¤«ï ª®â®àëå ¯à¨ «î¡®¬ x

¢ë¯®«ïîâáï ¥à ¢¥áâ¢  f(3x � 2) 6 f(x) 6 f(2x � 1).

3. � ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª¥ ABCD áâ®à®ë AB ¨ CD à ¢ë, \A = 150�, \B = 44�, \C = 72�. �¥à¥¤¨ë© ¯¥à¯¥¤¨-

ªã«ïà ª ®âà¥§ªã AD ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®ã BC ¢ â®çª¥ P . � ©¤¨â¥ \APD.

4. �  ¯«®áª®áâ¨ ¯à®¢¥«¨ 100 ¯àï¬ëå, ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¨§ ª®â®àëå ¥ ¯ à ««¥«ìë ¨ ¨ª ª¨¥ âà¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢

®¤®© â®çª¥, ¨ ®â¬¥â¨«¨ ¢á¥ â®çª¨ ¨å ¯¥à¥á¥ç¥¨ï. �®á«¥ íâ®£® ¢á¥ ¯àï¬ë¥ ¨ k ®â¬¥ç¥ëå â®ç¥ª áâ¥à«¨. �à¨ ª ª®¬

 ¨¡®«ìè¥¬ k ¯® ®áâ ¢è¨¬áï â®çª ¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï § ¢¥¤®¬® ¬®¦® ¢®ááâ ®¢¨âì ¨áå®¤ë¥ ¯àï¬ë¥?

5. �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ â ª¨¥ ª¢ ¤à âë¥ âà¥åç«¥ë P , Q, R, çâ® ¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå x ¨ y  ©¤¥âáï æ¥«®¥ z, ã¤®¢«¥â¢®-

àïîé¥¥ à ¢¥áâ¢ã P (x) + Q(y) = R(z)?

6. � ª«¥âª å ¤®áª¨ n� n à ááâ ¢«¥ë ã«¨ ¨ ¥¤¨¨æë. �® ¢á¥å ª«¥âª å «¥¢®£® áâ®«¡æ  áâ®ïâ ¥¤¨¨æë, ¨ ¢ ª ¦¤®©

ä¨£ãàª¥ ¢¨¤  (á®áâ®ïé¥© ¨§ ª«¥âª¨ ¨ ¥¥ á®á¥¤¥© á«¥¢  ¨ á¨§ã) áã¬¬  ç¨á¥« ç¥â . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ â ¡«¨æ¥ ¥â

¤¢ãå ®¤¨ ª®¢ëå áâà®ª.

7. �à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b, c ¨ d à ¢® 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® 1+ab
1+a

+ 1+bc
1+b

+ 1+cd
1+c

+ 1+da
1+d

> 4.

8. � £®à®¤¥ N. áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® ®¯¯®§¨æ¨®ëå ®¡é¥áâ¢, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå á®áâ®¨â ¨§ 10 ç«¥®¢. �§¢¥áâ®,

çâ® ¤«ï «î¡ëå 2004 ®¡é¥áâ¢  ©¤¥âáï ç¥«®¢¥ª, á®áâ®ïé¨© å®âï ¡ë ¢ 11 ¨§ ¨å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à ¢¨â¥«ìáâ¢® ¬®¦¥â

 à¥áâ®¢ âì 2003 ç¥«®¢¥ª  â ª, çâ®¡ë ¢ ª ¦¤®¬ ®¡é¥áâ¢¥ å®âï ¡ë ®¤¨ ç«¥ ¡ë«  à¥áâ®¢ .


