
�áâã¯¨â¥«ì ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 3  ¢£ãáâ  2011 £.

1. � ® ç¨á«® 188188: : :188 (ç¨á«® 188  ¯¨á ® 101 à §). �¥ª®â®àë¥ æ¨äàë íâ®£® ç¨á«  ¢ëç¥àªã«¨. � ª®¥

 ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«®, ªà â®¥ 7, ¬®£«® ¯®«ãç¨âìáï?

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ ¢á¥å x; y 2 [0; 1] ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® 5(x2 + y
2)2 6 4 + (x+ y)4.

3. �® ®ªàã¦®áâ¨ à ááâ ¢«¥ë ¢ ¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥ ç¨á«  ®â 1 ¤® 100. � §®¢¥¬ ¯ àã ç¨á¥« å®à®è¥©, ¥á«¨ íâ¨

¤¢  ç¨á«  ¥ áâ®ïâ àï¤®¬, ¨ å®âï ¡ë   ®¤®© ¨§ ¤¢ãå ¤ã£,   ª®â®àë¥ ®¨ à §¡¨¢ îâ ®ªàã¦®áâì, ¢á¥ ç¨á«  ¬¥ìè¥

ª ¦¤®£® ¨§ ¨å. �¥¬ã ¬®¦¥â à ¢ïâìáï ®¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® å®à®è¨å ¯ à?

4. �®çª  M | á¥à¥¤¨  ®á®¢ ¨ï BC âà ¯¥æ¨¨ ABCD. �  ®á®¢ ¨¨ AD ¢ë¡à   â®çª  P . �àï¬ ï PM

¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî CD ¢ â®çª¥ Q, ¯à¨ç¥¬ C «¥¦¨â ¬¥¦¤ã Q ¨ D. �¥à¯¥¤¨ªã«ïà ª ®á®¢ ¨ï¬, ¯à®¢¥¤¥ë© ç¥à¥§

â®çªã P , ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî BQ ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ® \QBC = \KDA.

5. �¢ ¤à â 600 � 600 à §¡¨â   ä¨£ãàª¨ ¨§ 4 ª«¥â®ª ¢¨¤  , , , . � ä¨£ãàª å ¯¥à¢ëå ¤¢ãå â¨¯®¢ ¢

§ ªà è¥ëå ª«¥âª å § ¯¨á ® ç¨á«® 2k, £¤¥ k | ®¬¥à áâ®«¡æ , ¢ ª®â®à®¬  å®¤¨âáï íâ  ª«¥âª . �®ª ¦¨â¥, çâ®

áã¬¬  ¢á¥å § ¯¨á ëå ç¨á¥« ¤¥«¨âáï   9.

6. �áâì 30 ª àâ®ç¥ª,   ª ¦¤®© ¨§ ª®â®àëå  ¯¨á ® ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® (íâ¨ ç¨á«  ¥ ®¡ï§ â¥«ì® à §«¨çë).

� àâ®çª¨ à §¡¨«¨   ¯ àë, ¨ ®ª § «®áì, çâ® áã¬¬  ç¨á¥« ¢ ª ¦¤®© ¯ à¥ à ¢  1. �®â®¬ ª àâ®çª¨ à §¡¨«¨   ¯ àë

¤àã£¨¬ á¯®á®¡®¬, ¨ ®ª § «®áì, çâ® ¢® ¢á¥å ¯ à å, ªà®¬¥ ®¤®©, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ç¨á¥« à ¢® 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨ ¢ ®áâ ¢è¥©áï

¯ à¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ç¨á¥« à ¢® 1.

7. �  ¯à®¤®«¦¥¨¨ áâ®à®ë AC (§  â®çªã A) ®áâà®ã£®«ì®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ®â¬¥ç¥  â®çª  D,     ¯à®¤®«-

¦¥¨¨ áâ®à®ë BC (§  â®çªã C) ®â¬¥ç¥  â®çª  E, ¯à¨ç¥¬ AD = CE. �§¢¥áâ®, çâ® 2\A = \C. �®ª ¦¨â¥, çâ®

\CDE < (\ABD + \BAC)=2.

8. � ®  âãà «ì®¥ ç¨á«® n. �  ¤®áª¥ ¢ë¯¨á ë ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  ®â 900 : : :00 ¤® 1200 : : :00 (®¡  ç¨á« 

®ª ç¨¢ îâáï   n ã«¥©). � ª ¦¤®£® ¨§ ¨å ¢ë¡à «¨ ¤¥«¨â¥«ì, ¬¥ìè¨© ¥£® á ¬®£®. �®ª ¦¨â¥, çâ® å®âï ¡ë ¤¢  ¨§

íâ¨å ¤¥«¨â¥«¥© á®¢¯ ¤ îâ.

�¥à¨ï 1, ¢¥ªâ®à®- à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨  ¯à ¢«¥ëå ®âà¥§ª®¢ âà §¨â¨¢®.

2.  ) AM { ¬¥¤¨   âà¥ã£®«ì¨ª  ABC. �®ª ¦¨â¥, çâ®
��!
AM =

�!
AB+

�!
AC

2
.

¡) �®ª ¦¨â¥ á ¯®¬®éìî ¢¥ªâ®à®¢, çâ® ¬¥¤¨ ë âà¥ã£®«ì¨ª  ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

3. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ç¥âë¥ a > 1, ®¡« ¤ îé¨¥ á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¥á«¨ a ¤¥«¨âáï   ¯à®áâ®¥ ç¨á«® p, â® a � 1

¤¥«¨âáï   p� 1.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  æ¨äà ç¨á«  1981n ¥ ¬¥ìè¥ 19 ¯à¨ «î¡®¬  âãà «ì®¬ n.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ¤¢ãå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¯à®áâëå ç¨á¥«, ¡®«ìè¨å 2, à áª« ¤ë¢ ¥âáï   âà¨ á®¬®¦¨â¥«ï,

¡®«ìè¨å 1.

6. �ãáâì p1 = 2, pn+1 {  ¨¡®«ìè¨© ¯à®áâ®© ¤¥«¨â¥«ì ç¨á«  p1p2 : : : pn+1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨

¥â ¯ïâ¥à®ª.

7. � ë  âãà «ìë¥ ç¨á«  m ¨ n. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯à¨ ¡¥áª®¥ç® ¬®£¨å  âãà «ìëå k ç¨á«® k2+2kn+m
2

ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬, â® m = n.

8. � ë ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  a, b, c ¨ d. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ cd = 1, â®   ®âà¥§ª¥ á ª®æ ¬¨ ab ¨ (a + c)(b + d)

 ©¤¥âáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤¨ ª¢ ¤à â æ¥«®£® ç¨á« .

�¥à¨ï 2: ¢¥ªâ®àë II

1. �ã¬¬  ç¥âëà¥å ¥¤¨¨çëå ¢¥ªâ®à®¢ à ¢  ã«î. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¨å  ©¤ãâáï ¤¢  ¯à®â¨¢®¯®«®¦ëå.

2. A, B, C, D, O { ¯ïâì â®ç¥ª, ¨ª ª¨¥ âà¨ ¨§ ª®â®àëå ¥ «¥¦ â   ®¤®© ¯àï¬®©. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨
�!
OA+

�!
OC =

�!
OB +

�!
OD, â® ABCD { ¯ à ««¥«®£à ¬¬.

3. M , N , P , Q { á¥à¥¤¨ë áâ®à® AB, BC, CD ¨ DE ¢ë¯ãª«®£® ¯ïâ¨ã£®«ì¨ª  ABCDE; F { á¥à¥¤¨  MP , G

{ á¥à¥¤¨  NQ. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§®ª FG ¯ à ««¥«¥ ®âà¥§ªã AE ¨ ¨¬¥¥â ¢ç¥â¢¥à® ¬¥ìèãî ¤«¨ã,  ) á ¯®¬®éìî

¢¥ªâ®à®¢, ¡) ¡¥§ ¯®¬®é¨ ¢¥ªâ®à®¢.

4. �à¨ ª ª¨å  âãà «ìëå n ç¨á«® n4 + n
2 + 1 { ¯à®áâ®¥?

5. � ©¤¨â¥ ¢á¥ 2011-§ çë¥ ç¨á«  â ª¨¥, çâ® ¢á¥ ç¨á« , ¯®«ãç¥®¥ ¨§ ¨å ¯¥à¥áâ ®¢ª®© æ¨äà, ¤¥«ïâáï   7.

6. �¥è¨â¥  ) ¢  âãà «ìëå, ¡) ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ a(a+ 1) = b(b+ 2).

7. � ©¤¨â¥  ¨¬¥ìè¥¥ § ç¥¨¥ ¢ëà ¦¥¨ï  ) j9k � 5lj, ¡) j11k � 5lj, ¢) j36k � 5lj ¯à¨  âãà «ìëå k ¨ l.

8. �¥è¨â¥  ) ¢  âãà «ìëå, ¡) ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ xn = y(y + 1).

�¥à¨ï 3, á ¯®«¥§ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨

1. �®ª ¦¨â¥ ä®à¬ã«ã ¤«ï ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì¨ª : S = 1
2
ab sin .

2. �®ª ¦¨â¥ â¥®à¥¬ã á¨ãá®¢: ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥ a = 2R sin�.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë �!
a +

�!
b ¨ �!a ��!

b ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë, â® j�!a j = j�!b j.
4. �¥è¨â¥ ¢  âãà «ìëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ 4x3 � x = y

2.

5. �à¨ ª ª¨å  âãà «ìëå n  ) 5n � 1 ¤¥«¨âáï   4n � 1? ¡) 7n � 1 ¤¥«¨âáï   6n � 1?

6. �®¦¥â «¨ â®çë© ª¢ ¤à â ¨¬¥âì ¯®à®¢ã  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥© ¢¨¤  3k + 1 ¨ 3k + 2?

7. � ©¤¨â¥ ¢®¥ â ª¨¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ ¨å ç¨á«® 2p+ 1 ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ªã¡®¬  âãà «ì®£®

ç¨á« .

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢¥¨¥ x3�2y3�4z3 = 0 ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨© ¢ æ¥«ëå ç¨á« å, ®â«¨çëå ®â à¥è¥¨ï x = y = z = 0.



�¥à¨ï 4: ä®à¬ã«ë á«®¦¥¨ï ¡¥§ ¥¤¨®£® £¢®§¤ï.

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ¢¥ªâ®à®¢, ¨¤ãé¨å ¨§ æ¥âà  ¯à ¢¨«ì®£® n-ã£®«ì¨ª  ¢ ¥£® ¢¥àè¨ë, à ¢ 
�!
0 .

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¤¨ £® «¥© ¯ à ««¥«®£à ¬¬  à ¢  áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢ ¥£® áâ®à®.

3. �ëá®â  hc âà¥ã£®«ì¨ª  ®¡à §ã¥â á® áâ®à®®© a ã£®« �,   á® áâ®à®®© b { ã£®« �. �®ª ¦¨â¥, çâ®:  ) sin(�+�) =
chc
ab
;

¡) sin� cos � + cos� sin � = chc
ab
; ¢) sin(�+ �) = sin� cos � + cos� sin�.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥  ) a = b � cos  + c � cos �. ¡) sin(�+ �) = sin� cos � + sin � cos�.

5. � ë 8 ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«: a, b, c, d, e, f , g, h. �®ª ¦¨â¥, çâ® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ è¥áâ¨ ç¨á¥« ac+ bd, ae + bf ,

ag + bh, ce + df , cg + dh, eg + fh ¥®âà¨æ â¥«ì®.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢¥¨¥ x!+a = y
2 ¨¬¥¥â ª®¥ç®¥ ç¨á«®  âãà «ìëå à¥è¥¨©  ) ¯à¨ a = 2011; ¡) ¯à¨ a = 2006;

¢) ¯à¨ «î¡®¬ a, ¥ ï¢«ïîé¥¬áï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® 222 : : :22 (1982 ¤¢®©ª¨) ¥«ì§ï ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ XY (X + Y ), £¤¥ X ¨ Y { æ¥«ë¥ ç¨á« .

8. � ©¤¨â¥ ¢á¥  âãà «ìë¥ n, ¤«ï ª®â®àëå  ) 2n + 65 { â®çë© ª¢ ¤à â; ¡) 3n + 55 { â®çë© ª¢ ¤à â.

9. �¨á«® 4 ®¡« ¤ ¥â â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¯à¨ ¤¥«¥¨¨ ¥£®   q2 ¯®«ãç ¥âáï ®áâ â®ª ¬¥ìè¥ q2=2, ª ª®¢® ¡ë ¨ ¡ë«®

q. �¥à¥ç¨á«¨â¥ ¢á¥ ç¨á« , ®¡« ¤ îé¨¥ íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬.

�¥à¨ï 5, á à §®©  à¨ä¬¥â¨ª®©

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® sin6 x+ cos6 x > 1
4
.

2. � ªàã£ à ¤¨ãá  3 ¯®¬¥áâ¨«¨ ¥áª®«ìª® ªàã£®¢ á áã¬¬®© à ¤¨ãá®¢ 25. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ©¤¥âáï ¯àï¬ ï, ¯¥à¥á¥ª -

îé ï ¥ ¬¥¥¥ 9 ¨§ ¨å.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® 19811986+ 301986 ¥ ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® á®¢¥àè¥®¥ ç¨á«® (â.¥. ç¨á«®, à ¢®¥ áã¬¬¥ ¢á¥å á¢®¨å  âãà «ìëå ¤¥«¨â¥«¥©, §  ¨áª«îç¥¨¥¬

¥£® á ¬®£®) ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì â®çë¬ ª¢ ¤à â®¬.

5. � ë ¤¢  æ¥«ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á«  m ¨ n. �ë¯¨áë¢ îâáï ¢á¥ à §«¨çë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á«  m { ç¨á«  a,

b, : : : , k { ¨ ¢á¥ à §«¨çë¥ ¤¥«¨â¥«¨ ç¨á«  n { ç¨á«  s, t, : : : , z. �ª § «®áì, çâ® a + b + : : : + k = s + t + : : : + z ¨
1
a
+ 1

b
+ : : :+ 1

k
= 1

s
+ 1

t
+ : : :+ 1

z
. �®ª ¦¨â¥, çâ® m = n.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢¥¨¥ 5x3 + 11y3 + 13z3 = 0 ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥¨© ¢ æ¥«ëå ç¨á« å, ®â«¨çëå ®â 0.

7. �à¨ ª ª¨å  âãà «ìëå k ç¨á«® ¢¨¤  101010: : :101, á®áâ ¢«¥®¥ ¨§ k ã«¥© ¨ k + 1 ¥¤¨¨æ, { ¯à®áâ®¥?

8. �¨á«® (
p
13� 1)2000 ¯à¥¤áâ ¢«¥® ¢ ¢¨¤¥ a+ b

p
13, £¤¥ a ¨ b - æ¥«ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® a ¨ b ¤¥«ïâáï   21999.

9. � ® N ç¨á¥« x1, x2, : : : , xn, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå à ¢® +1 ¨«¨ �1. �à¨ íâ®¬ x1x2+x2x3+ : : :+xn�1xn+xnx1 = 0.

�®ª ¦¨â¥, çâ® N ¤¥«¨âáï   ç¥âëà¥.

�¥à¨ï 6: : : :¨ £à äë.

1. �¥è¨â¥  ) ¢  âãà «ìëå, ¡) ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ y2 = x
2 + x+ 1.

2.  ) 2n � 2 ¤¥«¨âáï   n. �®ª ¦¨â¥, çâ® 22
n

�1 � 2 ¤¥«¨âáï   2n � 1.

¡) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì  âãà «ìëå ç¨á¥« fakg ®¯à¥¤¥«¥  à¥ªãàà¥â®: a1 { ¯à®áâ®¥, ak = 2ak�1 � 1. �®ª ¦¨â¥,

çâ® 2ak � 2 ¤¥«¨âáï   ak ¯à¨ ¢á¥å  âãà «ìëå k.

3. A, B, C, D, E, F { ¯à®¨§¢®«ìë¥ â®çª¨. �®ª ¦¨â¥, çâ®
�!
AD +

�!
BE +

�!
CF =

�!
AF +

�!
BD +

�!
CE.

4. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ® 1980 ¢¥ªâ®à®¢, ¯à¨ç¥¬ áà¥¤¨ ¨å ¥áâì ¥ ª®««¨¥ àë¥. �§¢¥áâ®, çâ® áã¬¬  «î¡ëå 1979

¢¥ªâ®à®¢ ª®««¨¥ à  á ¢¥ªâ®à®¬, ¥ ¢ª«îç¥ë¬ ¢ áã¬¬ã. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ¢á¥å 1980 ¢¥ªâ®à®¢ à ¢  ã«¥¢®¬ã

¢¥ªâ®àã.

5. � ©¤¨â¥ 2 sin2 10� + sin 70�.

6. � ª« áá¥ 17 ãç¥¨ª®¢. �§¢¥áâ®, çâ® áà¥¤¨ «î¡ëå âà¥å ãç¥¨ª®¢  ©¤ãâáï å®âï ¡ë ¤¢  ¤àã£ . �®ª § âì, çâ® ¢

ª« áá¥ ¥áâì ãç¥¨ª, ã ª®â®à®£® ¥ ¬¥¥¥ 8 ¤àã§¥©.

7. �á ¤ì¡ë ª ¦¤ëå ¤¢ãå ¨§ 30 ¤¦¥â«ì¬¥®¢ £à äáâ¢  �¨¯è¨à á®¥¤¨¥ë ¤®à®£®©. � æ¥«ïå íª®®¬¨¨ ¥áª®«ìª®

¤®à®£ à¥è¥® § ªàëâì. � ª¨¬  ¨¡®«ìè¨¬ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¤®à®£ ¬®¦® ¯®¦¥àâ¢®¢ âì á â¥¬, çâ®¡ë ¯à¨ «î¡®¬ ¢ë¡®à¥

â ª®£® ª®«¨ç¥áâ¢  ¤®à®£ ¤«ï § ªàëâ¨ï ¯® ®áâ ¢è¨¬áï ¤®à®£ ¬ ¨§ «î¡®© ãá ¤ì¡ë ¬®¦® ¡ë«® ¯à®¥å âì ¢ «î¡ãî ¤àã£ãî?

8. � £à äáâ¢¥ ¨¬¥¥âáï 1000 ª®ââ¥¤¦¥©, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå ¦¨¢¥â ¯® ®¤®¬ã ¤¦¥â«ì¬¥ã. � ®¤¨ ¯à¥ªà áë©

¤¥ì ª ¦¤ë© ¤¦¥â«ì¬¥ ¯¥à¥¥§¦ ¥â ¨§ á¢®¥£® ¤®¬  ¢ ª ª®©-«¨¡® ¤àã£®© (¯¥à¥¥§¤ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï â ª, çâ® ¯®á«¥ ¥£®

¢ ª ¦¤®¬ ¤®¬¥ ¦¨¢¥â ®¤¨ ¤¦¥â«ì¬¥). �®ª § âì, çâ® ¯®á«¥ ¯¥à¥¥§¤  ¬®¦® â ª ¯®ªà á¨âì ¢á¥ 1000 ª®ââ¥¤¦¥© á¨¥©,

§¥«¥®© ¨ ªà á®© ªà áª ¬¨, çâ®¡ë ã ª ¦¤®£® å®§ï¨  æ¢¥â ¥£® ®¢®£® ¤®¬  ®â«¨ç «áï ®â æ¢¥â  áâ à®£® ¤®¬ .

9. �ªáæ¥âà¨çë© ¤¦¥â«ì¬¥ ¬¨áâ¥à �®¤¦á® ¯®áâà®¨« ¢ á ¤ã ¬®¤¥«ì £à äáâ¢  �¨¯è¨à ¯®¤  §¢ ¨¥¬ "� §¥à-

ª «ì¥". �á«¨ ¤¢¥ ãá ¤ì¡ë ¢ £à äáâ¢¥ á®¥¤¨¥ë ¤®à®£®©, â® ¢ � §¥àª «ì¥ | ¥â, ¨  ®¡®à®â. �§ ãá ¤ì¡ë A ¥«ì§ï

¯à®¥å âì ¢ ãá ¤ì¡ã �, § ¥å ¢ ¯® ¤®à®£¥ ¬¥¥¥, ç¥¬ ª ¤¢ã¬ ¤¦¥â«ì¬¥ ¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ � §¥àª «ì¥ ¬®¦® ¯à®¥å âì

¨§ «î¡®© ãá ¤ì¡ë ¢ «î¡ãî, § ¥å ¢ ¯® ¤®à®£¥ ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ¢ ¤¢¥ çã¦¨å ãá ¤ì¡ë.

�¥à¨ï 7:  ¯®¬¨ ¨¥ ® ¢¥ªâ®à å

1. z + 1
z
= 1. � ©¤¨â¥ zn + 1

zn
¯à¨ ¢á¥å  âãà «ìëå n.

2. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ® ¥áª®«ìª® â®ç¥ª. �«ï ¥ª®â®àëå ¯ à A, B íâ¨å â®ç¥ª ¢§ïâë ¢¥ªâ®àë
�!
AB, ¯à¨ç¥¬ â ª, çâ®

¢ ª ¦¤®© â®çª¥  ç¨ ¥âáï áâ®«ìª® ¦¥ ¢¥ªâ®à®¢, áª®«ìª® ¢ ¥© § ª ç¨¢ ¥âáï. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ¢á¥å ¢ë¡à ëå

¢¥ªâ®à®¢ à ¢ 
�!
0 .

3. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ® 2n ¢¥ªâ®à®¢, ¢¥¤ãé¨å ¨§ æ¥âà  ¯à ¢¨«ì®£® 2n-ã£®«ì¨ª  ¢ ¥£® ¢¥àè¨ë. �ª®«ìª® ¨§ ¨å

ã¦® ¢§ïâì, çâ®¡ë ¨å áã¬¬  ¨¬¥«  ¬ ªá¨¬ «ìãî ¤«¨ã?

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥ S2 = rrarbrc.



5. �®ª ¦¨â¥, çâ®   à¥¡à å â¥âà í¤à  ¥«ì§ï à ááâ ¢¨âì áâà¥«ª¨ â ª, çâ®¡ë áã¬¬  ®¡à §®¢ ¢è¨åáï ¢¥ªâ®à®¢

à ¢ï« áì
�!
0 .

6. �¥áª®«ìª® èª®«ì¨ª®¢ ¯®áâà®¨«¨áì ¢ è¥à¥£ã. �ª § «®áì, çâ® ã ª ¦¤®£® èª®«ì¨ª , ªà®¬¥ ¤¢ãå ªà ©¨å,

¯®à®¢ã § ª®¬ëå á«¥¢  ¨ á¯à ¢  ®â ¥£®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ã ¤¢ãå ªà ©¨å èª®«ì¨ª®¢ ¯®à®¢ã § ª®¬ëå.

7. � n-í«¥¬¥â®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ M ¢ë¡à ® n à §«¨çëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ A1, : : : , An. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£®

x 2M ¬®¦¥áâ¢  A1 [ fxg, : : : , An [ fxg â ª¦¥ à §«¨çë.
8. � £àã¯¯¥ ¨§ n2 ç¥«®¢¥ª ª ¦¤ë© ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ n § ª®¬ëå áà¥¤¨ ®áâ «ìëå. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ¢ë¡à âì n

ç¥«®¢¥ª, ¨ª ª¨¥ ¤¢®¥ ¨§ ª®â®àëå ¥ § ª®¬ë ¤àã£ á ¤àã£®¬.

9. a ¨ b {  âãà «ìë¥ ç¨á« , a > b > 2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯à¨ ª ¦¤®¬ k = 1; 2; : : : ; a � b ç¨á«  a + k ¨ b + k

¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® a ¨ b { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¥ ç¨á« .

�¥à¨ï 8, ¯à® ¤¥«¨¬®áâì

1. �®çª¨ A1, B1, C1 à á¯®«®¦¥ë á®®â¢¥âáâ¢¥®   áâ®à® å BC, CA, AB âà¥ã£®«ì¨ª  ABC â ª, çâ® ®âà¥§ª¨

AA1, BB1, CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) A1K
AA1

+ B1K
BB1

+ C1K
CC1

= 1; ¡)
SA1B1C1
SABC

= 2A1K
AK

� B1K
BK

� C1K
CK

.

2. �¥¬«¥¬¥à �. § ¤ã¬ «  âãà «ì®¥ ç¨á«® ¨  è¥« ¥£® ®áâ âª¨ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   3, 6 ¨ 9. �ã¬¬  íâ¨å ®áâ âª®¢

®ª § « áì à ¢  15. � ©¤¨â¥ ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥¨ï § ¤ã¬ ®£® ç¨á«    18.

3. � ¢á¥å £à ¥© ¬®£®£à ¨ª , ªà®¬¥ ®¤®©, ç¨á«® áâ®à® ¤¥«¨âáï   k. �®ª ¦¨â¥, çâ® £à ¨ íâ®£® ¬®£®£à ¨ª 

¥«ì§ï ¯®ªà á¨âì ¢ ¤¢  æ¢¥â  â ª, çâ®¡ë á®á¥¤¨¥ ¯® à¥¡àã £à ¨ ¡ë«¨ à §®£® æ¢¥â .

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ab � cd� ba � dc ¤¥«¨âáï   99 ¤«ï «î¡ëå æ¨äà a, b, c, d.

5. �§ æ¨äà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ¯®«ãç îâ ¢á¥ ¢®§¬®¦ë¥ á¥¬¨§ çë¥ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨ ®¤® ¨§

¯®«ãç¥ëå ç¨á¥« ¥ ¤¥«¨âáï   ¤àã£®¥.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ a2 + ab+ b
2 ¤¥«¨âáï   a+ b, â® a4 + b

4 ¤¥«¨âáï   (a + b)2.

7. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ 100  âãà «ìëå ç¨á¥«, «î¡ë¥ 2 ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì, ¡®«ìè¨© 1,   ¢á¥ ¢¬¥áâ¥ {

¥â?

8. � ¦¤®¥ ¨§  âãà «ìëå ç¨á¥« a, b, c ¨ d ¤¥«¨âáï    âãà «ì®¥ ç¨á«® ab� cd. �®ª ¦¨â¥, çâ® ab� cd = 1.

�¥à¨ï 9, á ¡®«¥¥ á®¤¥à¦ â¥«ì®©  à¨ä¬¥â¨ª®©

1. �®¦¥áâ¢® æ¥«ëå ç¨á¥« I ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(i) ¤«ï ª ¦¤ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b ¬®¦¥áâ¢  I ¨å áã¬¬  a+ b â ª¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â I;

(ii) ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  a ¬®¦¥áâ¢  I ¢á¥ ¥£® ªà âë¥ (â® ¥áâì ¢á¥ ç¨á«  ¢¨¤  na á n 2Zâ®¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â I.
�®ª ¦¨â¥, çâ® I ï¢«ï¥âáï ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ªà âëå ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  d.

2. (� ¢¥à®¥, íâ  § ¤ ç  ¤®«¦  ¡ë«  áâ®ïâì   ¬¥áâ¥ 8.1) �  ®âà¥§ª¥ AA1, á®¥¤¨ îé¥¬ ¢¥àè¨ã âà¥ã£®«ì¨ª 

ABC á â®çª®©   ¯à®â¨¢®¯®«®¦®© áâ®à®¥, ®â¬¥ç¥  â®çª  O. �®ª ¦¨â¥, çâ® SABOC
SABC

= AO
AA1

.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨  âãà «ì®¬ m > 3
P

16x6m

x
2
�x+1

... m

x ¤¥«¨âáï   m + 1.

4.  ) (
p
2 + 1)7 =

p
57122 +

p
57121. �®ª ¦¨â¥, çâ® (

p
2� 1)7 =

p
57122�

p
57121:.

¡) �ãáâì (
p
2 + 1)n = a+ b

p
2. �®ª ¦¨â¥,çâ® (1�

p
2)n = a� b

p
2:.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® n áãé¥áâ¢ã¥â  âãà «ì®¥ k â ª®¥, çâ® (
p
2� 1)n =

p
k + 1�

p
k.

6. � âãà «ìë¥ ç¨á«  a1; a2; : : : ; an ¡®«ìè¥ 1, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ 4n(n� 1) ¨ ¯®¯ à® ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. �®ª ¦¨â¥, çâ®

å®âï ¡ë ®¤® ¨§ íâ¨å ç¨á¥« { ¯à®áâ®¥.

7. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ x2 + y
3 = z

4 ¢ ¯à®áâëå ç¨á« å.

8. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë  âãà «ìëå ç¨á¥« m ¨ n â ª¨¥, çâ® m2 + n ¨ n2 +m | â®çë¥ ª¢ ¤à âë.

�¥à¨ï 10, á ¯à¨¢¥¤¥ë¬¨ ¢ á¨áâ¥¬ã § ¨ï¬¨

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ã  âãà «ì®£® N

 ) ¥â ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å
p
N , â® N { ¯à®áâ®¥;

¡) ¥â ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å
3
p
N , â® «î¡®© á®¡áâ¢¥ë© ¤¥«¨â¥«ì N ¯à®áâ.

2. �à®áâë¥ ç¨á«  p, q ¨  âãà «ì®¥ ç¨á«® n ã¤®¢«¥àïîâ á®®â®è¥¨î 1
p
+ 1

q
+ 1

pq
= 1

n
. � ©¤¨â¥ íâ¨ ç¨á« .

3. �¥è¨â¥ ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ x2 � 5xy + 4y2 = 101.

4. �¥è¨â¥ ¢  âãà «ìëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ x3 + 3 = 4y(y + 1).

5. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) n-¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® pn < 22
n

;

¡) ¯à¨ n > 2 áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®áâ®¥ p, ¤«ï ª®â®à®£® n 6 p 6 n!.

6. �¡®§ ç¨¬ �(N ) ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢ëè îé¨å N . �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ �(N ) + �(2N ) = N .

7. �ãáâì pn { n-¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®,   �(n) { ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å n. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª ¦¤®¥

 âãà «ì®¥ ç¨á«® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï à®¢® ¢ ®¤®¬ ¨§ ¢¨¤®¢ n+ pn � 1 ¨«¨ n+ �(n).

8. �®çªã ¢ãâà¨ ¯à ¢¨«ì®£® a) è¥áâ¨ã£®«ì¨ª , ¡) 2k-ã£®«ì¨ª  á®¥¤¨¨«¨ á ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ®  

¯®«ãç¥ëå ®âà¥§ª å ¬®¦® à ááâ ¢¨âì áâà¥«ª¨ â ª, çâ®¡ë áã¬¬  ®¡à §®¢ ¢è¨åáï ¢¥ªâ®à®¢ ¡ë«  à ¢ 
�!
0 .

9. �®ª ¦¨â¥ ä®à¬ã«ã ¤«ï ¯«®é ¤¨ âà¥ã£®«ì¨ª : S = 2R2 sin� sin � sin .

�¥à¨ï 11, ¯à®  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¨ ¢áñ â ª®¥

1. �áâ ¯ �¥¤¥à ®à£ ¨§®¢ « ¢ £®à®¤¥ �ãªá¥ à §¤ çã á«®®¢  á¥«¥¨î. �  à §¤ çã ï¢¨«®áì 28 ç«¥®¢ ¯à®äá®î§ 

¨ 37 ¥ ç«¥®¢, ¯à¨ç¥¬ �áâ ¯ à §¤ ¢ « á«®®¢ ¯®à®¢ã ¢á¥¬ ç«¥ ¬ ¯à®äá®î§  ¨ ¯®à®¢ã ¥ ç«¥ ¬. �ª § «®áì, çâ®



áãé¥áâ¢ã¥â «¨èì ®¤¨ á¯®á®¡ â ª®© à §¤ ç¨ (â ª, çâ®¡ë à §¤ âì ¢á¥å á«®®¢). � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® á«®®¢ ¬®£«®

¡ëâì ã �.�¥¤¥à ?

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® [a; b](a; b) = ab ¯à¨ ¢á¥å  âãà «ìëå a ¨ b.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨ ¯à¨ ª ª®¬ æ¥«®¬ n ¢ëà ¦¥¨¥ n2 + 3n+ 5 ¥ ¤¥«¨âáï   121.

4. � ©¤¨â¥ ( 111 : : :111| {z }
m ¥¤¨¨æ

; 111 : : :111| {z }
n ¥¤¨¨æ

).

5. (1 +
p
2)2001 = a+ b

p
2, £¤¥ a ¨ b { æ¥«ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® (a; b) = 1.

6. a, b, c, d |  âãà «ìë¥ ç¨á« , ab = cd.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ  âãà «ìë¥ ç¨á«  u1, v1, u2, v2, ¤«ï ª®â®àëå a = u1v1, b = u2v2, c = u1u2, d = v1v2.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® a + b+ c+ d | á®áâ ¢®¥.

7. �ãáâì f(x) = x
2�x+1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® m ç¨á«  m, f(m), f(f(m)), : : : ¯®¯ à® ¢§ ¨¬®

¯à®áâë.

8. �  ¯«®áª®áâ¨ à á¯®«®¦¥ë ¤¢  à ¢®áâ®à®¨å âà¥ã£®«ì¨ª A1B1C1 ¨A2B2C2, ¢¥àè¨ë ª®â®àëå § ã¬¥à®¢ ë

¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥. �§ ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¨ O ®â«®¦¥ë ¢¥ªâ®àë
�!
OA,

�!
OB,

�!
OC, à ¢ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¥ªâ®à ¬

���!
A1A2,���!

B1B2,
���!
C1C2. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ A, B, C â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨ ¬¨ à ¢®áâ®à®¥£® âà¥ã£®«ì¨ª .

9. �ïâì ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« c1, c2, c3, c4 ¨ c5 á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬ 1
c1
+ 1

c2
+ 1

c3
+ 1

c4
+ 1

c5
= 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨

â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨, ¨§®¡à ¦ îé¨¥ ª®¬¯«¥ªáë¥ ç¨á«  c1, c2, c3, c4 ¨ c5, «¥¦ â ¢ ¢¥àè¨ å ¢ë¯ãª«®£® ¯ïâ¨ã£®«ì¨ª , â®

â®çª  0  å®¤¨âáï ¢ãâà¨ íâ®£® ¯ïâ¨ã£®«ì¨ª .

� â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¡®© ¬« ¤è ï £àã¯¯  { �¥â¥à¡ãà£, 19  ¢£ãáâ  2011 £., ¢ à¨ â A

1. � ª«¥âª å ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  5�9 áâ®ïâ 33 ä¨èª¨. �®¤ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢á¥ ä¨èª¨ ®¤®¢à¥¬¥® á¤¢¨£ îâáï

â ª, çâ®¡ë ª ¦¤ ï ä¨èª  ®ª § « áì   ª«¥âª¥, á®á¥¤¥© á ¨áå®¤®©. �à¨ íâ®¬ § ¯à¥é ¥âáï áâ ¢¨âì ¤¢¥ ä¨èª¨  

®¤ã ª«¥âªã (¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ ¢  ç «ì®© ¯®§¨æ¨¨). �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ ª ª ï-â® ä¨èª  ¯¥à¥¤¢¨ã« áì ¯® £®à¨§®â «¨, â®

¢ á«¥¤ãîé¨© å®¤ ®  ¤®«¦  ¯¥à¥¤¢¨£ âìáï ¯® ¢¥àâ¨ª «¨, ¨  ®¡®à®â. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯® íâ¨¬ ¯à ¢¨« ¬ ¥¢®§¬®¦®

á¤¥« âì ¯®¤àï¤ 100 å®¤®¢.

2. � ¢ë¯ãª«®¬ è¥áâ¨ã£®«ì¨ª¥ ABCDEF ¤¨ £® «¨ AD, BE ¨CF à ¢ë ¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥. �ª § «®áì,

çâ® AB = DE, a BC = EF . �®ª ¦¨â¥, çâ® CD = FA.

3. �®¦® «¨ ®â¬¥â¨âì 2011 ç¨á«® â ª, çâ®¡ë ¤«ï «î¡®£® ®â¬¥ç¥®£® ç¨á«  x ç¨á«® 3x2�2 â®¦¥ ¡ë«® ®â¬¥ç¥ë¬?
4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« x, y, z, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®â®àëå à ¢® 1, ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® (x +

y)2(y + z)2(z + x)2 > (x+ y + z)3.

5. �à¨ ª ª¨å  âãà «ìëå k, ¡®«ìè¨å 2, ® ¬¥ìè¨å 50, áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«®, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© k ¨¤ãé¨å

¯®¤àï¤  âãà «ìëå ç¨á¥«, ® ¥ ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© m ¨¤ãé¨å ¯®¤àï¤  âãà «ìëå ç¨á¥« ¯à¨ «î¡®¬ m ®â 2 ¤® k � 1?

6. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ç¨á¥« ¬®¦® ¢ë¡à âì ¨§ ¯¥à¢ëå 2001  âãà «ìëå ç¨á¥« â ª, çâ®¡ë ¥ ¡ë«®

¢ë¡à ® ¨ª ª®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ¨§ ¢ë¡à ëå ç¨á¥«?

7. � âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC \B = 120�. BL | ¡¨áá¥ªâà¨á  íâ®£® âà¥ã£®«ì¨ª . K ¨M | ®á®¢ ¨ï ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà®¢,

®¯ãé¥ëå ¨§ â®çª¨ L   áâ®à®ë AB ¨ AC á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®ª ¦¨â¥, çâ® 2KM < AC.

8. � £àã¯¯¥ ¨§ 100 «î¤¥© áà¥¤¨ «î¡ëå âà®¨å ¥áâì ç¥«®¢¥ª, § îé¨å ®¡®¨å ¤àã£¨å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ íâ®© £àã¯¯ë

¬®¦® ¢ë¡à âì ª®¬¯ ¨î ¨§ 50 ç¥«®¢¥ª, ¢ ª®â®à®© ¢á¥ § ª®¬ë ¤àã£ á ¤àã£®¬.

9. �®¦® «¨ ¢ëà¥§ âì ¨§ ª«¥âç â®© ¡ã¬ £¨ 16 ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ â ª, çâ®¡ë ¨§ ¨å ¬®¦® á®áâ ¢¨âì «î¡®© ª«¥â-

ç âë© ¯àï¬®ã£®«ì¨ª, ®¡¥ áâ®à®ë ª®â®à®£® ¥ ¡®«ìè¥ 15?

10. � ®  âãà «ì®¥ ç¨á«® b. � ©¤¨â¥  ¨¬¥ìè¥¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® a > b â ª®¥, çâ® (a; b) = 1 ¨ a
2 + a + b

¤¥«¨âáï   b2.

� â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¡®© ¬« ¤è ï £àã¯¯  { �¥â¥à¡ãà£, 19  ¢£ãáâ  2011 £., ¢ à¨ â B

1. � ¢ë¯ãª«®¬ ¯ïâ¨ã£®«ì¨ª¥ ¢á¥ ¤¨ £® «¨ à ¢ë,   â ª¦¥ à ¢ë ç¥âëà¥ ¯®¤àï¤ ¨¤ãé¨¥ áâ®à®ë. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¢á¥ ¥£® áâ®à®ë à ¢ë.

2. ��� "�¥âîå-6" ¯® ¢áâ ¢«¥ë¬ ¢ ¥¥ ª àâ®çª ¬ á ¥ã«¥¢ë¬¨ ç¨á« ¬¨ a ¨ b ¢ë¢®¤¨â ª àâ®çªã á ç¨á«®¬ 1� a
b

¨ ¢®§¢à é ¥â ®¡¥ ¢áâ ¢«¥ë¥ ª àâ®çª¨. � ª, ¨¬¥ï ª àâ®çª¨ á ç¨á« ¬¨ p ¨ q, ¯®«ãç¨âì ª àâ®çªã á ç¨á«®¬ p

q
?

3. �  ¯àï¬®© ¢ ãª § ®¬ ¯®àï¤ª¥ ®â¬¥ç¥ë â®çª¨ A, B, C, D (AB 6= CD). �® ®¤ã áâ®à®ã ®â íâ®© ¯àï¬®©

¯®áâà®¥ë à ¢®áâ®à®¨¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ ABX, BCY ¨ CDZ. �ª § «®áì, çâ® XY = Y Z. � ©¤¨â¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì¨ª 

XY Z.

4. �  ¢ë¯ãª«ë© á¥¬¨ã£®«ì¨ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®¤ã ¨§ ¥£® ¢¥àè¨ ¬®¦® ã¤ «¨âì â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¨ª ª¨¥

âà¨ ¤¨ £® «¨, á®¥¤¨ïîé¨¥ ®áâ ¢è¨¥áï ¢¥àè¨ë, ¥ ¨¬¥«¨ ®¡é¥© ¢ãâà¥¥© â®çª¨.

5. �®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥« à §¡¨â®   ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¬®¦¥áâ¢  N1 ¨ N2 â ª¨¥, çâ® à §®áâì ç¨á¥«,

«¥¦ é¨å ¢ ®¤®¬ ¬®¦¥áâ¢¥, ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ç¨á«®¬, ¡®«ìè¨¬ 100. � ©¤¨â¥ ¢á¥ â ª¨¥ à §¡¨¥¨ï.

6. �¨á«  x1, x2, x3, : : : , x10 ¯®«ãç¥ë ¯¥à¥áâ ®¢ª®© ç¨á¥« 1, 2, : : :10. �®ª ¦¨â¥, çâ® x1+2x2+3x3+: : :+10x10 > 165.

7. �«¥âç âë© ª¢ ¤à â 16 � 16 à §à¥§    ¤®¬¨®èª¨ (¯àï¬®ã£®«ì¨ª¨ 1 � 2). �®ª ¦¨â¥, çâ®  ©¤¥âáï ¯àï¬ ï,

¨¤ãé ï ¯® «¨¨ï¬ á¥âª¨ ¨ à áá¥ª îé ï ¯®¯®« ¬ ¥ ¬¥ìè¥ è¥áâ¨ ¤®¬¨®è¥ª.

8. �â® ¡®«ìè¥: áã¬¬  ¯ïâëå áâ¥¯¥¥©  âãà «ìëå ç¨á¥« ®â 1 ¤® 10000 ¨«¨ áã¬¬  ¤¥áïâëå áâ¥¯¥¥©  âãà «ìëå

ç¨á¥« ®â 1 ¤® 100?

�¥à¨ï 12, ª®â®àãî ã¦® à¥è¨âì ¡ëáâà®

� ¤ ç¨ 1{4 ¤®«¦ë ¡ëâì à¥è¥ë á ¯®¬®éìî ¬ áá,   § ¤ ç  5 { ¡¥§ ¨å. � ¤ ç¨ 2 ¨ 4 ¡ã¤ãâ à §®¡à ë ãâà®¬ 22

 ¢£ãáâ .



1.  ) � ¢¥àè¨ å A, B, C, D ¯ à ««¥«®£à ¬¬  ABCD ¯®¬¥é¥ë á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬ ááë p, q, p, q. �®ª ¦¨â¥, çâ®

æ¥âà®¬ íâ¨å ¬ áá á«ã¦¨â æ¥âà ¯ à ««¥«®£à ¬¬ .

¡) � ¢¥àè¨ å ¯ à ««¥«®£à ¬¬  ABCD à á¯®«®¦¥ë â ª¨¥ ¬ ááë mA, mB , mC , mD , çâ® æ¥âà ¯®«ãç îé¨åáï

ç¥âëà¥å ¬ â¥à¨ «ìëå â®ç¥ª á®¢¯ ¤ ¥â á æ¥âà®¬ ¯ à ««¥«®£à ¬¬ . �®ª ¦¨â¥, çâ® mA = mC , mB = mD .

2. �®ª ¦¨â¥ â¥®à¥¬ã �¥¢ë.

3. �®ª ¦¨â¥ â¥®à¥¬ã � -�¡¥«ï.

4. �ãâà¨ âà¥ã£®«ì¨ª  ABC «¥¦¨â â®çª  O. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®  ï¢«ï¥âáï æ¥âà®¬ ¬ áá, ç¨á«¥® à ¢ëå ¯«®é -

¤ï¬ âà¥ã£®«ì¨ª®¢ OBC, OCA, OAB, ¯®¬¥é¥ëå á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ â®çª¨ A, B, C.

5. (�¥¥« © �«¥ªá ¤à¨©áª¨©, ®ª.100 ¤® .í.) �®çª¨ A1, B1 ¨ C1 «¥¦ â á®®â¢¥âáâ¢¥®   áâ®à® å BC, AC ¨

AB âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ¨«¨   ¨å ¯à®¤®«¦¥¨ïå. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ â®çª¨ A1, B1, C1 «¥¦ â   ®¤®© ¯àï¬®©, â®

AB1 �BC1 �CA1 = AC1 �CB1 �BA1.

6. p = 4k + 1 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ®
�
p�1
2

�2 � �1 (mod p).

7. � ©¤¨â¥ (2m � 1; 2n� 1) ¯à¨ ¢á¥å  âãà «ìëå m ¨ n.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® 2p � 1 | ¯à®áâ®¥, â® ç¨á«® 2p�1(2p � 1) | á®¢¥àè¥®¥.

9. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® n!:  ) ¥ ¤¥«¨âáï   2n; ¡) ¥ ¤¥«¨âáï   pn ¨ ¯à¨ ª ª®¬ ¯à®áâ®¬ p.

�¥à¨ï 13. �¥¯¥àì ¬ë § ¥¬ ��ð!

� § ¤ ç å 1 ¨ 2 AB ®¡®§ ç ¥â ®à¨¥â¨à®¢ ë© ®âà¥§®ª.

1. (â¥®à¥¬  �¥¢ë, ¯®« ï ¢¥àá¨ï). �®çª¨ A1, B1 ¨ C1 «¥¦ â   ¯àï¬ëå BC, AC ¨ AB á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¯àï¬ë¥ AA1, BB1 ¨ CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  AB1 �BC1 �CA1 = C1A �B1C �A1B.

2. (â¥®à¥¬  �¥¥« ï, ¯®« ï ¢¥àá¨ï) �®çª¨ A1, B1 ¨ C1 «¥¦ â á®®â¢¥âáâ¢¥®   áâ®à® å BC, AC ¨ AB âà¥ã£®«ì-

¨ª  ABC ¨«¨   ¨å ¯à®¤®«¦¥¨ïå. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¥á«¨ â®çª¨ A1, B1, C1 «¥¦ â   ®¤®© ¯àï¬®©, â® AB1 �BC1 � CA1 = AC1 �CB1 �BA1.

¡) ¥á«¨ AB1 �BC1 �CA1 = AC1 �CB1 �BA1, â® â®çª¨ A1, B1, C1 «¥¦ â   ®¤®© ¯àï¬®©.

3. A1, A2, A3, A4, A5, A6 { á¥à¥¤¨ë áâ®à® è¥áâ¨ã£®«ì¨ª  (¢ ¯®àï¤ª¥ ®¡å®¤ ). �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï

¬¥¤¨  âà¥ã£®«ì¨ª®¢ A1A3A5 ¨ A2A4A6 á®¢¯ ¤ îâ.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) (â®çª  �¥à£® ) ®âà¥§ª¨, á®¥¤¨ïîé¨¥ ¢¥àè¨ë âà¥ã£®«ì¨ª  á â®çª ¬¨, ¢ ª®â®àëå ¢¯¨á  ï ®ªàã¦®áâì

ª á ¥âáï ¯à®â¨¢®¯®«®¦ëå áâ®à®, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥;

¡) (â®çª  � £¥«ï) ®âà¥§ª¨, á®¥¤¨ïîé¨¥ ¢¥àè¨ë âà¥ã£®«ì¨ª  á â®çª ¬¨, ¢ ª®â®àëå ¢¥¢¯¨á ë¥ ®ªàã¦®áâ¨

ª á îâáï ¯à®â¨¢®¯®«®¦ëå áâ®à®, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ®
[a;b;c]2

[a;b][b;c][c;a]
=

(a;b;c)2

(a;b)(b;c)(c;a)
.

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡®¬  âãà «ì®¬ n

p
n 6

�(n)

d(n)
<

3
4
n.

7. � âãà «ìë¥ ç¨á«  x, y, z ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢¥¨î x
2 + y

2 = z
2. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) xyz ¤¥«¨âáï   60;

¡) ¥á«¨ (x; y; z) { ¯à¨¬¨â¨¢®¥ à¥è¥¨¥ (â.¥. (x; y; z) = 1), â® ¤«ï ¥ª®â®àëå  âãà «ìëå u ¨ v à §®© ç¥â®áâ¨,

u > v, (u; v) = 1, «¨¡® x = u
2 � v

2
; y = 2uv; z = u

2 + v
2, «¨¡® x = 2uv; y = u

2 � v
2
; z = u

2 + v
2.

8. a { æ¥«®¥ ç¨á«®, (a; 561) = 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® a560 � 1 (mod 561).

9. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï à §«¨çëå  âãà «ìëå m ¨ n (22
m

+ 1; 22
n

+ 1) = 1.

�¥à¨ï 14, ®¯ïâì ¢ á¯¥èª¥

� ¤ ç  14.1 ¡ã¤¥â à §®¡à   ãâà®¬ 24  ¢£ãáâ .

1. �à®¤®«¦¥¨ï áâ®à®AD ¨ BC ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª ABCD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥W ,  X ¨ Y { á¥à¥¤¨ë ¤¨ £® «¥©

AC ¨ BD. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯«®é ¤ì âà¥ã£®«ì¨ª  WXY à ¢  ®¤®© ç¥â¢¥àâ¨ ¯«®é ¤¨ ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª  ABCD.

2. �âà¥§ª¨, á®¥¤¨ïîé¨¥ â®çªã ¢ãâà¨ ¢ë¯ãª«®£® n-ã£®«ì¨ª  á ¥£® ¢¥àè¨ ¬¨, ®¡à §ãîâ á® áâ®à® ¬¨ n-

ã£®«ì¨ª  ã£«ë �1 ¨ �1, �2 ¨ �2; : : : ;, �n ¨ �n á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®ª ¦¨â¥, çâ® sin�1 sin�2 : : : sin�n = sin �1 sin �2 : : : sin �n.

3. (�à¨£®®¬¥âà¨ç¥áª ï ä®à¬  â¥®à¥¬ë �¥¢ë). �®ª ¦¨â¥, çâ® «ãç¨, ¢ëå®¤ïé¨¥ ¨§ ¢¥àè¨ âà¥ã£®«ì¨ª  ¨ à §¡¨-

¢ îé¨¥ ¥£® ã£«ë   ã£«ë �1 ¨ �1, �2 ¨ �2, �3 ¨ �3 á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  sin�1 sin�2 sin�3 = sin �1 sin �2 sin �3.

4. A1, B1, C1 { â®çª¨   áâ®à® å BC, AC, AB âà¥ã£®«ì¨ª  ABC á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¥á«¨ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª áâ®à® ¬, ¢®ááâ ¢«¥ë¥ ¢ íâ¨å â®çª å, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥, â® AB2
1 + BC

2
1 +

CA
2
1 = AC

2
1 +BA

2
1 + CB

2
1 .

¡) ¥á«¨ AB
2
1 + BC

2
1 + CA

2
1 = AC

2
1 + BA

2
1 + CB

2
1 , â® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª áâ®à® ¬, ¢®ááâ ¢«¥ë¥ ¢ íâ¨å â®çª å,

¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ¯à®áâ®£® p áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ æ¥«ë¥ x ¨ y, çâ® x2 + y
2 + 1 ¤¥«¨âáï   p.

6. � âãà «ìë¥ ç¨á«  y ¨ z ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®è¥¨î y
3 + 4y = z

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® y ¥áâì ã¤¢®¥ë© ª¢ ¤à â.

7. �¥«®¥ ç¨á«® a â ª®¢®. çâ® ç¨á«® 3a ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ x2 + 2y2, £¤¥ x ¨ y { æ¥«ë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨

ç¨á«® a ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ â ª®¬ ¦¥ ¢¨¤¥.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡®¬  âãà «ì®¬ n (5n)! ¤¥«¨âáï   (n!)5.

9. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ ¢  âãà «ìëå ç¨á« å: 105x + 211y = 106z.

� ª«îç¨â¥«ì ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 25  ¢£ãáâ  2011 £.

1. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¤¢ ¤æ â¨§ ç®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® ¥á«¨ ¥£® æ¨äàë § ¯¨á âì ¢ ®¡à â®¬ ¯®àï¤ª¥, â®

¯®«ãç¥®¥ ç¨á«® ¡ã¤¥â à®¢® ¢ âà¨ à §  ¡®«ìè¥ ¯¥à¢® ç «ì®£®?



2. �á¥ ª«¥âª¨ ¤®áª¨ 10� 10 ¯®ªà è¥ë ¢ ¡¥«ë© æ¢¥â. �¥¤ï ¨ �à  ¯® ®ç¥à¥¤¨ ( ç¨ ¥â �¥¤ï) ¯¥à¥ªà è¨¢ îâ ¯®

®¤®© ¡¥«®© ª«¥âª¥ ¢ ç¥àë© æ¢¥â. �à®¨£àë¢ ¥â â®â, ¯®á«¥ çì¥£® å®¤    ¤®áª¥ ¥ ®áâ ¥âáï ¤¢ãå á®á¥¤¨å ¯® áâ®à®¥

¡¥«ëå ª«¥â®ª. �â® ¢ë¨£àë¢ ¥â ¯à¨ ¯à ¢¨«ì®© ¨£à¥?

3. � ©¤¨â¥ ¢á¥  âãà «ìë¥ x, ¤«ï ª®â®àëå 3x+ 1 ¨ 6x� 2 { â®çë¥ ª¢ ¤à âë,   ç¨á«® 6x2 � 1 | ¯à®áâ®¥.

4. � ®áâà®ã£®«ì®¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC ¯à®¢¥¤¥  ¢ëá®â  CH. �ª § «®áì, çâ® AH = BC. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¡¨áá¥ª-

âà¨á  ã£«  B, ¢ëá®â , ®¯ãé¥ ï ¨§ ¢¥àè¨ë A, ¨ ¯àï¬ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã H ¨ ¯ à ««¥«ì ï áâ®à®¥ BC,

¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

5. �  ª®æ¥àâ ¯à¨è«¨ 125 ç¥«®¢¥ª, ¯à¨ç¥¬ ª ¦¤ë© ¡ë« § ª®¬ à®¢® á 10 ¤àã£¨¬¨. � ¯¥à¥àë¢¥ ¥ª®â®àë¥ á«ã-

è â¥«¨ ãè«¨. �ª § «®áì, çâ® ¢á¥ ®áâ ¢è¨¥áï ¯®-¯à¥¦¥¬ã ¨¬¥îâ ¢ § «¥ ®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® § ª®¬ëå. �®ª ¦¨â¥,

çâ® áà¥¤¨ ãè¥¤è¨å ¡ë«¨ § ª®¬ë¥ ¤àã£ á ¤àã£®¬.

6. � ë  âãà «ìë¥ ç¨á«  a, b ¨ c, ¨ ®¤® ¨§ ª®â®àëå ¥ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¤àã£®£®. �§¢¥áâ®, çâ® (a; b)+[a; b] =

(a; c) + [a; c] + 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® c < b 6 3
2
c.

7. �  ª«¥âç â®© ¡ã¬ £¥  à¨á®¢  âà¥ã£®«ì¨ª, ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® «¥¦ â ¢ ã§« å,   áâ®à®ë ¥ ¨¤ãâ ¯® «¨¨ï¬

á¥âª¨. � ¦¤ ï ª«¥âª  à §¡¨â    4 ®¤¨ ª®¢ëå ª¢ ¤à â¨ª , «¥¢ë© ¢¥àå¨© ¨§ ª®â®àëå ®ªà è¥ ¢ ªà áë© æ¢¥â,  

¯à ¢ë© ¨¦¨© | ¢ á¨¨©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ âà¥ã£®«ì¨ª¥ ªà áë© ¨ á¨¨© æ¢¥â  § ¨¬ îâ ®¤¨ ª®¢ãî ¯«®é ¤ì.

8. � «ìè¨¢®¬®¥âç¨ª ¨§£®â®¢¨« 90 ä «ìè¨¢ëå ¬®¥â, ¢¥áïé¨å ¯® 9 £à ¬¬, ¨ ¯® ¥®áâ®à®¦®áâ¨ ¤®¡ ¢¨« ª ¨¬

10  áâ®ïé¨å, ¢¥áïé¨å ¯® 10 £à ¬¬. �®¥âë ¯¥à¥¬¥è «¨áì, ¨ ® ¥ ¬®¦¥â ®â«¨ç¨âì ®¤¨ ®â ¤àã£¨å. � ¥£® ¥áâì

¢¥áë, ª®â®àë¥ ¯®§¢®«ïîâ ¢§¢¥á¨âì «î¡®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¬®¥â, ® ¢ë¤ îâ «¨¡® â®çë© ¢¥á, «¨¡® ¢¥á,   1 £à ¬¬ ¡®«ìè¨©

¨áâ¨®£®. �®¦¥â «¨ ® á ¯®¬®éìî íâ¨å ¢¥á®¢ £ à â¨à®¢ ®  ©â¨ å®âï ¡ë ®¤ã ä «ìè¨¢ãî ¬®¥âã?


